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Exercice 1. Probabilités conditionnelles, suites, algorithme de seuil 5 points

Un navire assure la liaison entre deux ports de la Méditerranée. Lors d’une traversée, une famille a la possibilité de réserver une cabine
ainsi qu’un emplacement pour un véhicule.

Partie A

Parmi ’ensemble des familles effectuant la traversée, on constate que 30 % réservent un emplacement pour un véhicule et, parmi ces
derniéres, 80 % réservent une cabine.

On sait par ailleurs que 75 % des familles effectuant la traversée réservent une cabine.

On choisit au hasard une famille effectuant la traversée, et on considére les événements suivants :

V . «la famille réserve un emplacement pour un véhicule »

et:
C' : «la famille réserve une cabine ».

Pour un événement quelconque E, on désigne par E son événement contraire et par P(E) sa probabilité.

1. a.Donner P(C).
7 Corrigé

D’aprés 1’énoncé, 75 % des familles effectuant la traversée réservent une cabine.
Donc :

P(C) =0,75.

1. b. Reproduire 1’arbre ci-contre et compléter les quatre pointillés.

/

7 Corrigé

D’apres I’énoncé :
P(V)=0,30 et Py (C) = 0,80.

On en déduit : .
PV)=1-P(V)=1-0,30=0,70

et:

Py(C)=1-Py(C) =1-0,80 =0, 20.

Les deux probabilités conditionnelles issues de V' seront déterminées ensuite. On peut déja compléter I’arbre ainsi :
0,80 C

/
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2. Calculer la probabilité qu’une famille réserve un emplacement pour un véhicule et une cabine.

7 Corrigé
On cherche :
P(VNCOC).

D’apres ’arbre :

P(VNC)=PV) x Py (C).
Donc :

P(VNC)=0,30x 0,80
=0,24.

Ainsi :

P(VNC)=0,24.

Cela signifie que 24 % des familles réservent a la fois un emplacement pour un véhicule et une cabine.

3. Une famille a réservé une cabine. Déterminer la probabilité qu’elle réserve un emplacement pour un véhicule.

7 Corrigé
On cherche :
Po(V).
Probabilité conditionnelle
Si P(B) # 0, alors :
P(ANB
Ona:
PVNC)=0,24 et P(C)=0,75.
Donc :
P(VNC)
Po(V) = “PIC)
0,24
0,75
24
75
8
= = = 2.
25 0,3
Ainsi :
Po(V) =0,32.
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4. Déterminer Py7(C). On arrondira le résultat 2 10~2.

Interpréter le résultat dans le contexte de 1’exercice.

7 Corrigé
Les événements V et V forment une partition de I’univers.
Donc : .

P(C)=PVNC)+P(VNC).

Ainsi :

P(VNC)=PC)-P(VNO)
=0,75-0,24
=0,51.

On cherche :
Py(C)
Ona: .
P(V)=0,70
Donc :
P(VNO)
P#(C) = —
V0 = =57
~ 0,51
0,70
5l
70
~0,73.
Ainsi :
P(C) = 0,73.
Cela signifie que, parmi les familles qui ne réservent pas d’emplacement pour un véhicule, environ 73 % réservent une cabine.
On peut alors compléter les deux dernieres branches de 1’arbre :
Pr(C)=~0,73 et  PFC)=~0,27.

Partie B

Sur ce trajet, la réservation d’une cabine et d’un emplacement pour un véhicule sont facturés en supplément du cofit de la traversée.
Ces suppléments sont d’un montant de :

¢ 100 € pour une cabine;
e 70 € pour I’emplacement d’un véhicule.

On suppose qu’une famille peut réserver au maximum une cabine et au maximum un emplacement pour un véhicule.

A ces suppléments peuvent s’ ajouter le prix payé pour des extras (repas, boissons, etc.).

On note X la variable aléatoire qui associe, a chaque famille effectuant la traversée, le prix qu’elle paie, en euro, pour les suppléments.
On donne ci-dessous la loi de probabilité de X.

z; o | 70 | 100 | 170
P(X =x;) 0,19 0,06 ] 0,51 0,24

On note Y la variable aléatoire qui associe, a chaque famille effectuant la traversée, le prix qu’elle paie, en euro, pour les extras.
On admet que la variable aléatoire Y a pour espérance :

E(Y) =104

et pour variance :
V(Y) = 1686.

On suppose que les variables X et Y sont indépendantes.
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1. Justifier que E(X) = 96 et que V(X)) = 3114.

g/ Corrigé

=3
— Espérance et variance d’une variable aléatoire discréte ~

Si une variable aléatoire X prend les valeurs x; avec les probabilités p;, alors :

De plus :

* Calcul de I’espérance.

On calcule :
E(X)=0x0,19470x 0,06 + 100 x 0,51 + 170 x 0,24
=0+4,2+ 51+ 40,8
= 96.
Donc :

E(X) = 96.

¢ Calcul de la variance.

On calcule d’abord :

E(X?)=0%x0,19+70% x 0,06 + 100 x 0,51 4 170% x 0,24
=0+4900 x 0,06+ 10000 x 0,51 4 28900 x 0, 24

=294+ 5100+ 6 936
=12 330.
Ainsi :
V(X) = B(X?) - (B(X))?
= 12330 — 962
=12330—-9216
= 3114.
Donc :
V(X) = 3114.

2. A titre exceptionnel, la compagnie propose une remise de 40 % sur les suppléments et les extras.

On note Z la variable aléatoire qui, a chaque famille effectuant la traversée, associe le montant total pour les suppléments et les
extras, en euro, payé par cette famille apres réduction.

a. Justifier que Z = 0,6(X + Y).

7 Corrigé

Avant réduction, le montant total payé pour les suppléments et les extras est :

X+Y.
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Une remise de 40 % signifie que la famille paie :
100% — 40 % = 60 %

du montant initial.
Or:
60% = 0,6.

Donc :

Z=10,6(X+Y).

2.b. En déduire que E(Z) = 120 et que V(Z) = 1728, ot E(Z) est I’espérance de la variable aléatoire Z et V(Z) sa variance.

7 Corrigé

€3
— Espérance et variance d’une transformation affine

~
Si X est une variable aléatoire admettant une espérance et une variance, et si a et b sont deux réels, alors :
E(aX +b) =aE(X) +b.
Pour la variance :
V(aX +b) = a*V(X).
N
<=
~ @ somme de variables aléatoires indépendantes 3
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors :
E(X+Y)=EX)+ EY)
et:
VIX+Y)=V(X)+V(Y).
N
Ona:
Z=0,6(X4+Y).
Donc :
E(Z)=0,6E(X+Y)
=0,6 (E(X)+E(Y))
=0,6(96 + 104)
=0,6 x 200
= 120.
De plus, les variables X et Y sont indépendantes, donc :
V(Z)=0,62V(X +Y)
=0,36(V(X)+V(Y))
=0,36(3114 + 1686)
= 0,36 x 4800
= 1728.
Ainsi :
E(Z) =120 et V(Z)=1728.
www.math93.com / ©ISSN 2272-5318 6/25
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3. On note n un entier naturel non nul et on choisit au hasard un échantillon de n familles effectuant cette traversée bénéficiant de
la réduction exceptionnelle définie en question 2.

On admet que ce choix peut étre assimilé a un tirage avec remise.
On désigne par Z; la variable aléatoire égale au prix total pour les suppléments et les extras payé par la premiere famille, Z5 la

variable aléatoire égale au prix total pour les suppléments et les extras payé par la deuxieéme famille et ainsi de suite, Z,, la variable
aléatoire égale au prix total pour les suppléments et les extras payé par la n-ieme famille.
On considere la variable aléatoire :

T+ Tyt ot 2,
M, = 1+ 4o+ +

n
donnant le prix total moyen pour les suppléments et les extras, payé par ces familles.

On admet que les variables Z1, Zo, ..., Z, sont indépendantes et suivent la méme loi de probabilité que la variable aléatoire Z.

1728
a. Montrer que "espérance E(M,,) de la variable M,, est égale a 120, et que sa variance V (M,,) est égale 8 ——.
n

%f Corrigé

Les variables Z1, Zo, ..., Z, suivent toutes la méme loi que Z.
Donc, pour tout entier ¢ compris entre 1 et 7 :

E(Z)=120 et V(Z)=1728.

On calcule I’espérance :

7.4 7 et Zn
EWM=E<1+2+ + )
n
1
= 5E(Z1+Zz+---+Zn)
1
= (E(Z1) + E(Z2) + -+ + E(Zy))
1
= —xnx120
n
=120.
Les variables 71, Zo, ..., Z, sont indépendantes, donc :
Zi+ T4+ Zp
VWQ=V<1+2Z i )

1
n2

V(Zi+ 22+ + Zy)

ziﬂvwg+w@%w~+wzm

= % xn x 1728
n
1728
-—
Ainsi :
1728
E(M,) =120 et V(M,) = —
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3. b. Déterminer le plus petit entier n pour lequel I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet d’affirmer que :

P(114 < M,, < 126) > 0,85.

Interpréter le résultat dans le contexte de 1’exercice.

7 Corrigé

Ona:
E(M,,) = 120.

Or:
114 < M,, < 126 <— |M,, — 120] < 6.

= Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit Y une variable aléatoire admettant une espérance E(Y") et une variance V' (Y").
Alors, pour tout réel § > 0 :
V(Y)

62

Py - E(Y)| 2 9) <

D’apres I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a M,, avec § = 6 :

V(M)
62

P(|M,, —120] > 6) <

Donc :
1728

P(|M,, — 120 > 6) < —2—
( >6) < &

48

Par passage a I’événement contraire :

48
P(|M, ~ 120/ < 6) > 1~ —.

On veut :
P(114 < M,, < 126) > 0, 85.

11 suffit donc que :

= <o
n

48 15

R < N

n 100

48 3

R < J—

n 20

48 x 20 < 3n carn >0
960 < 3n

320 < n.

LN I A

Le plus petit entier naturel non nul vérifiant cette condition est donc :

Cela signifie qu’a partir d’un échantillon de 320 familles, I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet d’affirmer que la
probabilité que le montant moyen payé apres réduction soit compris entre 114 € et 126 € est au moins égale a 0, 85.
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Exercice 2. Espace et dénombrement 5 points

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Justifier chaque réponse. Une réponse non justifiée ne
rapporte aucun point.

- = =

1. L’espace est muni d’un repére orthonormé (O ; i, 7, k).

On considere :

* la droite (d) dont une représentation paramétrique est :

= 1
= —-1,6-t¢ out € R;
2-2t
* lespoints A(3; 0; 2)et B(2; 1; —3);
* le plan (P) d’équation :
24y —52—0,5=0.

* Affirmation 1 : Le plan (P) est orthogonal a la droite (AB), et passe par le milieu du segment [AB].

&7 Corrigé

<3
— Plan, vecteur normal et droite orthogonale

Dans un repere orthonormé, si un plan a pour équation ax + by + cz + d = 0, alors un vecteur normal a ce plan
a

a pour coordonnées | b
c

Une droite est orthogonale a un plan lorsque 1’un de ses vecteurs directeurs est colinéaire a un vecteur normal de
ce plan.

Un vecteur normal au plan (P) a pour coordonnées :

-1
n| 1
)
Le vecteur /@ a pour coordonnées :
2-3 =il
1@ 1-0 soit /@ 1
—3-2 -5

Ainsi, AB et 7 ont les mémes coordonnées. Donc (P) est orthogonal a la droite (AB).
Le milieu I du segment [AB] a pour coordonnées :

3+2 041 2+ (-3) .
I ; ; s 1(2,5; 8 = .
(2 R 5 ) soit  1(2,5; 0,5; —0,5)
On teste I’appartenance de I au plan (P) :
—2,540,5-5x (—0,5)—0,5=-2+25-0,5=0.

Donc I € (P).
Les deux conditions de I’affirmation sont vérifiées.

L’affirmation 1 est vraie.
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* Affirmation 2 : Les droites (d) et (AB) sont sécantes.

7 Corrigé

ce qui est impossible.

Une représentation paramétrique de la droite (AB) est :

= 3—-A
= A ou )€ R.
z = 2-—5A

Or les deux premieres équations donnent :

t = 3-—)\
~1,5—t = A
2-92t = 2-5)
t = 3-)\ A 3t
<
~1,5—t = A A = —-1,5-¢

Dongc, s’il existait un point d’intersection, on aurait :

3—t=-15-t < 3=—1,5,

Le systeme n’a donc pas de solution : les droites (d) et (AB) ne sont pas sécantes.

| L’affirmation 2 est fausse.

* On considere le point C' de coordonnées (1,5; —3; —1).

Affirmation 3 : La mesure de I’angle @, arrondie 2 101, est égale a 70, 5°.

7 Corrigé

P Angle et produit scalaire

Les droites (d) et (AB) sont sécantes si et seulement si il existe deux réels ¢ et A donnant un méme point, ¢’est-a-dire :

-
— Pour deux vecteurs quelconque 4 et ¥, si 6 est I’angle qu’ils forment, alors :
- U= || x ||v]] X cos@.
— Pour deux vecteurs non nuls @ et v, si 0 est I’angle qu’ils forment, alors :
w- v
COS(Q) = T e
[l < ||
J
On calcule les coordonnées des deux vecteurs qui définissent 1’angle ACB:
3—-1,5 1,5
CAlo—(=3)| soit CA| 3 |,
2—(-1) 3
2-1,5 0,5
CB| 1-(-3) | st CB| 4
-3—-(-1) -2
www.math93.com / ©ISSN 2272-5318 10/25
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Alors :
CA-CB=1,5%0,5+3x4+3x(—2)=0,75+12 6 = 6, 75.
De plus :
——
ICA|l = /1,52 + 32 + 32 = /20,25 = 4,5
et

ICB|| = /0,52 1 42 + (—2)% = /20,25 = 4, 5.

On en déduit : 6.75 6,75 1
A0B) = 2P _ 5D _
cos( C ) 4,5x4,5 20,25 3

Donc :
ACB = arccos (%) ~ 70,528°.

Ainsi, au dixieme de degré :
ACB =~ 70,5°.

| L’ affirmation 3 est vraie. |

2. Titouan et Clotilde participent a un escape game. Ils se retrouvent dans une salle possédant deux portes de sortie, A et B, chacune
protégée par un digicode équipé de 8 touches portant des symboles différents :

* le digicode de la porte A utilise un code de 3 symboles différents devant étre saisis dans 1’ordre ;

* celui de la porte B utilise un code de 4 symboles différents qui peuvent étre saisis dans n’importe quel ordre.

N’étant pas parvenus a obtenir d’indices, ils décident de procéder au hasard a la saisie des codes. Clotilde choisit un code pour la
porte A, et Titouan choisit un code pour la porte B.

On considere que les choix des codes sont équiprobables.

Affirmation 4 : Titouan a plus de chances d’ouvrir sa porte que Clotilde.

&7 Corrigé

<3
= Dénombrement : arrangements et combinaisons

Soit £ un ensemble fini de cardinal n.

e Un p-arrangement de F est un p-uplet d’éléments distincts de . Autrement dit, on choisit p éléments parmi n,
sans répétition, et I’ordre compte.

Le nombre de p-arrangements de F est :

AP = (1) (n—p+1) =

(n—p)t

¢ Une combinaison de p éléments de E est une partie de F ayant p éléments. Autrement dit, on choisit p éléments
parmi n, sans répétition, mais I’ordre ne compte pas.

Le nombre de combinaisons de p éléments parmi n est :

(o) = =

e Porte A.

Le code contient 3 symboles différents, et I’ordre compte. Il y a donc :

8 X T x6=2336
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codes possibles. Ainsi, la probabilité que Clotilde ouvre sa porte est :

1

Py=—.
47 336

¢ Porte B.

Le code contient 4 symboles différents, mais I’ ordre ne compte pas. Il y a donc :

8 _8><7><6><5_70
4/ 4x3x2x1

codes possibles. Ainsi, la probabilité que Titouan ouvre sa porte est :

e Comparaison.

Comme

1 1
70 < 336 <— %>%,

on obtient :
Pp > Pj.

Titouan a donc plus de chances d’ouvrir sa porte que Clotilde.

L’ affirmation 4 est vraie.
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Exercice 3. Equa. diff. et suites 5 points

On étudie le fonctionnement d’un systeme de chauffage installé dans une piéce.
Ce systeme se déclenche automatiquement dés que la température de la piece est inférieure ou égale a 18°C (degrés Celsius), et s’ éteint
lorsqu’elle atteint 20°C.

Partie A

Phase de chauffage
Pour une température de la piece variant de 18°C a 20°C, le systeme de chauffage fonctionne en continu. La température de la piece

augmente progressivement.

Dans cette partie, on modélise la température de la piece, en degré Celsius, a I'instant ¢, exprimé en dizaines de minutes, par une
fonction T définie sur [0 ; +ool.

On admet que la fonction 7 est :

e dérivable sur [0 ; +o0[;

* solution de 1’équation différentielle (F) : y' = —0,035y + 0,91 ol y est une fonction de la variable ¢, définie et dérivable sur
[0 +oo0l.

On note T 1a fonction dérivée de la fonction T
On suppose qu’au début de I’étude, la température de la piece est de 18°C. Ainsi 7'(0) = 18.

1. Donner les solutions de I’équation différentielle (E) sur [0 ; +oo].

7 Corrigé

=3
~ & Equation différentielle y' = ay + b N

Soit a et b deux réels avec a # 0.
Les solutions de 1’équation différentielle
v =ay+b

sur un intervalle I sont les fonctions définies par :

Ici,onaa = —0,035etb =0,91.Or:
b 0,91

e  —0,035

Les solutions de (E) sur [0 ; +oo[ sont donc les fonctions définies par :

26.

y(t) = 26 + Ce %035 avec C' € R.

2. En déduire que pour tout nombre réel ¢ appartenant a ’intervalle [0 ; +o00[, on a:

T(t) = 26 — 8e~ %%,
?7/ Corrigé

D’apres la question précédente, il existe un réel C' tel que, pour tout ¢ € [0; +o00[ :
T(t) = 26 + Ce™ %0,
On utilise la condition initiale 7°(0) = 18 :
T0)=18 «— 26+Ce’" =18 <= 26+C =18 «— C = -8.

Ainsi, pour tout t € [0; +o0[ :

T(t) = 26 — 8~ 2035,
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3. Selon ce modele, déterminer au bout de combien de temps la piece atteindra la température de 20°C. On exprimera le résultat
en heures et minutes arrondi a la minute.

7 Corrigé

Logarithme et exponentielle

Pour tout réel u et toutréel a > 0 :
' =a < u=In(a).

On cherche ¢ > 0 tel que 7'(¢) = 20.

T(t) =20 <= 26— 8e %035 = 20

— —8e7 0035 = _¢
: 3
—0,035¢t
— ’ =
¢ 1
3
<~ —0,035t =1n 1
4
] _
()
0,035
On obtient :
t =~ 8,22.

Comme ¢ est exprimé en dizaines de minutes, cela correspond a :
10t ~ 82, 2 minutes.

La piece atteindra donc 20°C au bout d’environ 82 minutes, soit :
1 h 22 min.

4. Si une panne du systéme de chauffage I’empéche de s’éteindre lorsque la température de la piece atteint 20°C, la température de
la piece pourra-t-elle dépasser 28°C selon ce modele ? Justifier.

7 Corrigé

Pour toutt > 0,ona:
0= 0:035¢ <

Donc :
T(t) = 26 — 8™ "% < 26.

Ainsi, selon ce modele, la température de la piece reste toujours strictement inférieure a 26°C.

On peut aussi observer que :

lim e %% =0 donc lim T(t)=26.
t——+o0 t——+o0

La température ne pourra donc pas dépasser 28°C selon ce modele.

Non, elle ne pourra pas dépasser 28°C. |
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Partie B

Phase de refroidissement
Lorsque la piece atteint la température de 20°C, le systeme de chauffage s’éteint et la piece refroidit.
On modélise la température de la piece par la suite (u,,) définie par ug = 20 et pour tout entier naturel n :

Upt1 = 0,965u, + 0,35+ 0,07e” 1"
ol n est un nombre entier exprimant le temps écoulé en dizaines de minutes.

1. Montrer que u; = 19, 72.

&7 Corrigé

On utilise la relation de récurrence avec n = 0 et ug = 20 :

uy = 0,965ug + 0,35 4 0,07e~1%0
=0,965 x 20 4+ 0,35 4 0,07
=19,3+0,42
=19,72.

up = 19,72.

2. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a u,, > 10.

Donc :

&7 Corrigé

Démontrons par récurrence la propriété :
P(n): wuy, > 10.

e Initialisation
On a ug = 20, donc :
ug > 10.

Ainsi, P(0) est vraie.
» Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, P(n) soit vérifiée et montrons qu’alors elle est aussi vraie au rang n + 1.

On suppose donc que :
Uy > 10.

Comme 0,965 > 0, on obtient :
0,965u, > 0,965 x 10 = 9, 65.

De plus :
0,07e~%'" > 0.

Ainsi :
Up+1 = 0,965u, + 0,35+ 0, 07e—0:1n
> 9,65+ 0,35
> 10.
Donc P(n + 1) est vraie.

* Conclusion
La propriété est vraie au rang 0 et héréditaire. Par récurrence, pour tout entier naturel n :
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On admet que la suite (u,,) est décroissante.

3. En déduire que la suite (u,,) est convergente.

4 Corrigé

<=
Théoréme de convergence monotone

Toute suite décroissante et minorée par m converge vers un réel £ tel que £ > m.

D’apres la question précédente, pour tout entier naturel n :

Uy > 10.

La suite (u,,) est donc minorée par 10.
Or on admet que la suite (u,,) est décroissante. Elle est donc décroissante et minorée.

D’apres le théoréme de convergence monotone, la suite (u,,) est convergente.
De plus, si on note ¢ sa limite, alors :
¢ > 10.

4. On note ¢ la limite de la suite (u,).
a. Justifier que cette limite est solution de 1’équation = = 0, 965x + 0, 35.

7 Corrigé

La suite (u,,) est convergente d’apres la question précédente. On note ¢ sa limite :

lim wu, =/.
n—-+oo

Le probleme est de justifier que 1’on peut passer a la limite dans la relation de récurrence :
Uns1 = 0,965u, + 0,35 + 0,07~ %17,
. Etape 1 : limite du membre de gauche.
Comme la suite (u,,) tends vers /, alors la suite extraite (décalée) tend aussi vers £ :

lim wu =,
n—-+oo el

— Limite d’une suite extraite de rangs consécutifs ~

Si une suite (u,,) converge vers un réel ¢, alors la suite (u,,+1) converge aussi vers .

Preuve. Soit I un intervalle ouvert contenant /.
Comme la suite (u,,) converge vers /, il existe un entier naturel N tel que, pour tout entier n > N, on ait :

U, € 1.
Alors, pour tout entier n > [N, onaaussin + 1 > N, donc:
Upt1 € 1.
Ainsi, tout intervalle ouvert contenant £ contient tous les termes w,, 1 a partir du rang N. Donc :

lim  wupy =L
n—-+oo

www.math93.com / ©ISSN 2272-5318 16/25


http://www.math93.com/
https://www.math93.com
https://www.facebook.com/Math93
https://www.instagram.com/math93com
https://twitter.com/math93com

Math93.com Correction Bac Spécialité Maths 2026 - Métropole
Sujet 1 - 16 Juin 2026

« Etape 2 : limite du terme affine.
La fonction z — 0, 9652 + 0, 35 est affine, donc continue sur R.

Comme lim wu, = ¢, on obtient par composition :
n—-+oo

lim  (0,965u, + 0,35) = 0,965( + 0, 35.

n—-4oo

« Etape 3 : limite du terme exponentiel.

Ona:
lim (—0,1n) = —oc0 et lim X =0.
n——4oo X——00

Donc, par composition :

lim e %" =0.
n—-4oo

Par produit :
lim 0,07e~%!" = 0.
n—-+oo

On a donc bien établi I’existence des limites de chacun des termes de 1’égalité de récurrence. On peut alors passer a la limite

dans :
U1 = 0,965u, + 0,35+ 0,07e 01,
On a alors :
lim  wupy1 =4
n—+oo S e
ngr_{_loo (O, 965un + 0, 35) — O, 9650 + 0, 35 Parpassagealag;te dans I"égalité /= 0, 9650 -+ O, 35+ 0.
lim 0,07e %" =0
n—-+oo
Ainsi :

|e =0,965¢+ 0, 35.

La limite ¢ est donc bien solution de 1’équation :

x =0,965x + 0, 35.

4. b. Déterminer ¢ et interpréter le résultat dans le contexte de I’exercice.
7 Corrigé

On résout I’équation obtenue a la question précédente :

z=0,9652 + 0,35 <= z — 0,965z = 0, 35
<= 0,035z = 0,35

. 0,35
95 =

0,035
<— z =10.

Donc :

Dans le contexte de I’exercice, cela signifie que, selon ce modele, si la phase de refroidissement se prolongeait sans redémar-
rage du chauffage, la température de la piece tendrait vers 10°C.
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5. On rappelle que le systeme de chauffage se met en marche automatiquement des que la température de la piece est inférieure ou

égale a 18°C.

a. Recopier et compléter les lignes 4, 5 et 6 du programme écrit en langage Python ci-dessous, afin qu’il renvoie le nombre de

dizaines de minutes a partir duquel le systeme de chauffage se remettra en marche.

1 def marche () :

2 n=20

3 u = 20

4 while

5 u =

6 nm =

7 return n
W Corrigé

En Python, la fonction exponentielle s’obtient avec le module math. On utilise donc :

e " 5 math.exp(-0.1 * n).

que u > 18.

Le systeme se remet en marche dés que la température devient inférieure ou égale a 18°C. On continue donc la boucle tant

I import math # ou from math import exp
> def marche():

3 n=20

4 u = 20

5 while u > 18:

6 u=0.965 x u + 0.35 + 0.07 * math.exp(-0.1 % n)
7 # ou u = 0.965 » u + 0.35 + 0.07  exp(-0.1 * n)
8 n=n+ 1

9 return n

5. b. Déterminer le temps, en dizaines de minutes, a partir duquel le systeme de chauffage se remettra en marche.

W Corrigé

On calcule les premiers termes de la suite jusqu’a passer sous le seuil de 18°C.

N

? Aide

no 1 2 3 4 5 6 7 8

u, |20 19,72 19,44 19,17 18,90 18,64 18,38 18,12 17,87

On constate que :
ur ~ 18,12 > 18 et ug ~ 17,87 < 18.

Le plus petit entier n tel que u,, < 18 est donc 8.
Ainsi, le systeme de chauffage se remettra en marche a partir de :

8 dizaines de minutes.

Cela correspond a 80 minutes, c’est-a-dire 1 h 20 min, apres le début de la phase de refroidissement.
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Exercice 4. Fonctions In et intégration 5 points

On considere la fonction f définie sur I'intervalle | — 1 ; +oo] par :

bln(z + 1)

f(z):aeri_i_l,

ou a et b sont des réels, et In désigne la fonction logarithme népérien.

On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur] — 1 ; 4o0[. On note f’ sa fonction dérivée et f” sa fonction dérivée seconde.

Partie A

L’ objectif de cette partie est de déterminer les valeurs de a et b de sorte que la courbe représentative de la fonction f sur [0 ; +o0[
corresponde a celle tracée dans le repere orthonormé ci-dessous :

i

> T

On précise que la droite T4 est la tangente a la courbe représentative de la fonction f au point A(0 ; 1).

1. Justifier que a = 1.

%f Corrigé
Comme A(0 ; 1) appartient & la courbe représentative de f, on a :

f(0)=1
Or: -

O =a+ By,
carIn(1) = 0.
Donc :
a=1

2. En utilisant le graphique :
a. Donner la valeur de f’(0). Justifier.

%f Corrigé

=3
Nombre dérivé et tangente

Si f est dérivable en a, alors f’(a) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de f au point
d’abscisse a.

La droite T'4 est la tangente a la courbe au point A(0 ; 1).
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Ainsi :

2. b. Donner le signe de f”(1). Justifier.

4 Corrigé

,—[Proposition 1 (Fonction convexe/concave)}

2oy
1-0
£'(0) = 4.

Graphiquement, cette tangente passe par A(0 ; 1) et par le point de coordonnées (1 ; 5). Son coefficient directeur est donc :

\

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

 La fonction f est convexe (resp. concave) si et seulement si sa courbe représentative est au-dessus (resp.
au-dessous) de chacune de ses tangentes;

e f est convexe (resp. concave) si et seulement si sa dérivée est croissante (resp. décroissante) sur 1.

,—[Proposition 2 (Fonction convexe/concave)]

\

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle 1.
| est convexe si et seulement si sa dérivée seconde f” est a valeurs positives ou nulles .
f est concave si et seulement si sa dérivée seconde f” est a valeurs négatives ou nulles .

On en déduit que :

(1) < 0.

3. a. Montrer que pour tout réel  appartenanta | — 1 ; +oof,ona:

b(1 - In(z + 1))
(x+1)

f'(=)

W/ Corrigé

Pour tout 2 €] — 1 ; 400/, on pose :

Alors :

Au voisinage de 1’abscisse 1, la courbe est concave : la courbe est sous les tangentes.

Comme :

on obtient, par dérivation d’un quotient :

' (z)v(z) — u(z)v' (z)
(v(x))?
(x+1)—In(z+1)
(x+1)2
b(1—In(z+1))
(x+1)2

)=

bx+1
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Donc, pour tout z €] — 1; +o0[:

b(1—1In(x+1))
() —
3. b. En déduire la valeur de b.
4 Corrigé
D’apres la question précédente :
b(1—1In(1))
110 = T2 =
Or, d’apres la question 2.a, f(0) = 4.
Ainsi :
b= 4.
Partie B
On admet dans la suite de I’exercice que la fonction f est définie sur | — 1 ; +oo| par :
4In(z + 1)
=14 ——.
/(@) + z+1

1. Justifier que la droite d’équation y = 1 est asymptote a la courbe représentative de la fonction f.

7 Corrigé

Asymptote horizontale

horizontale a la courbe représentative de f en +oc.

Si une fonction f admet une limite finie ¢ lorsque = tend vers +o0, alors la droite d’équation y = ¢ est asymptote

,—(Propriété 1 (Limites liées a la fonction logarithme )}

 Limites usuelles. * Croissances comparées.

Pour tout entier naturel non

* Conséquence du nombre
dérivé en 1.

On pose X = z + 1. Lorsque z — 400, on a aussi X — +00.

lim z+1=+40c0.

T—>+00

On a alors :

In(z+1)

Iim X =+
roes — lim

lim In X =0. zotoo  x+1
X—+oo

wgrlloo Inz =+ nuln : A savoir redémontrer.
. Inx 0
: - im =
mli{ng h’ll‘ (0.¢] rz—+oo M
. In(l1+x
Im z"lnz=0 lim Q =1
z—0t z—0 €T
.
Par croissance comparée :
. In X
Iim — =0.
X —+o0 X

=0.

O©ISSN 2272-5318
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Ainsi :
lim f(z)=1.

T—r+00

est donc asymptote horizontale a la courbe représentative de f en +oo.

La droite d’équation

2. Résoudre I'inéquation 1 — In(z + 1) > Osur ] — 1; +ool.
W Corrigé

Sur] —1; +oof,onaz + 1 > 0, on va résoudre cette inéquation pour x > —1 :
Pour x > —1 on a les équivalences :

l-In(x+1)>0 < In(z+1)<1
On compose par la fonction exponentielle qui est strictement croissante sur IR, 1’ordre est inchangé

<< xr+1<e
— r<e—1

En tenant compte de la condition x > —1, I’ensemble des solutions est :

]—1;e—1].

3. On admet que 1im1 f(z) = —oc0.
T——

Dresser le tableau de variation complet de la fonction f en indiquant la valeur exacte de son extremum. Justifier.

7 Corrigé

D’apres la Partie A, avec b = 4, pour tout z €] — 1 ; 400 :
4(1 —-In(z+1
ey = L0 1 1)
(x+1)

Comme (z + 1)2 > Osur ] — 1; +oc], le signe de f’(z) est celui de 1 — In(z + 1).
D’apres la question précédente :
1-In(z+1)>0 < x€]—1;e—1].

De plus :
1-In(z+1)=0 <= In(z+1)=1 < z=e— 1.

On calcule la valeur de I’extremum :

41n(e 4
e €
Enfin, d’apres la question 1 :
lim f(z) =1,

r—+o0
et I’énoncé admet que :
lim f(z) = —oc.

=yl

On obtient le tableau de variation complet suivant :
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a: ~1 e—1 too
() -+ 0 =
f(@) e
y
- / \ 1

La fonction f admet donc un maximum en z = e — 1, de valeur exacte :

4
14—
e

4. Montrer que I’équation f(x) = 1,5 admet une unique solution dans Iintervalle [2 ; +oo|. En donner une valeur arrondie 2 10~

ﬁf Corrigé

X
Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b], alors, pour tout réel k& compris entre f(a) et f(b),
I’équation f(x) = k admet une unique solution dans [a ; b].

* Continuité et monotonie. La fonction f est dérivable, donc continue, sur [2 ; +oo].
Pour tout x > 2, ona x > e — 1, donc d’apres le tableau de variation de la question précédente, f est strictement

décroissante sur [2 ; +o0].

¢ Existence. On a :
41n3

f2)=1+ ~ 2,46 > 1,5.

De plus :
:I:EI—Pocf<x) =1<1,5.

Il existe donc au moins une solution de I’équation f(x) = 1,5 dans I’intervalle [2 ; +oo.

¢ Unicité. Comme f est strictement décroissante sur [2 ; 400, cette solution est unique.

On peut représenter la situation par le tableau suivant :

ol « désigne I'unique solution de f(xz) = 1,5 sur [2 ; +ool.
A la calculatrice :
£(25,09)—1,5>0 et  £(25,10)—1,5 < 0.
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Donc :
« €]25,09 ; 25,10].

Ainsi, une valeur arrondie 2 107! est :

5. a. Montrer que :

2

1 1 1

/ e+l - g2,
0 1'+1 2

% Corrigé

On remarque que :
1 " 1 1 1
(immq1»ﬁ :§x2xm@+nxw+1:’ftzx

Une primitive de la fonction

In(z + 1)
z+1
sur [0 ; 2] est donc :
1
F@0:§GMm+Uf.
Ainsi :
Zn(z +1) 1 9 2
der=|=(1 1
/0 rz+1 * [2(11(1:—1— ))L
1 1
= 5(111 3)2 — 5(111 1)2
1
= 5(111 3)2
Donc :

2] 1 1
/ de = —(In3)%
0 $+1 2

5. b. En déduire 1’aire, en unité d’aire, du domaine délimité par I’axe des abscisses, la courbe représentative de la fonction f, 1’axe
des ordonnées et la droite d’équation z = 2.

7 Corrigé
I
e & Intégrale et aire N

Si f est continue et positive sur [a ; b], alors I’aire du domaine compris entre la courbe représentative de f, I’axe des
abscisses et les droites d’équations z = a etz = best :

/a ' flz)de.
N\

Sur[0; 2],onaz+ 1> 1,doncIn(z + 1) > 0. Ainsi :
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L aire demandée est donc :

Az/(jf(m)dx
:/02 <1+ 7411;(914[1)) da

2 2
:/ 1dx+4/ e D) s
0 0 x—l—l

1
5(1113)2
=2+2(In3)%

=2+4x

Donc I’aire demandée est :

A =2+ 2(In 3)? unités d’aire.

«f Fin du devoir 9~

www.math93.com / ©ISSN 2272-5318 25/25


http://www.math93.com/
https://www.math93.com
https://www.facebook.com/Math93
https://www.instagram.com/math93com
https://twitter.com/math93com

	Probabilités conditionnelles, suites, algorithme de seuil5 points
	Vrai/Faux : limites, suites, loi binomiale, intégration, dénombrement5 points
	Géométrie dans l'espace : vecteurs, plans, intersections5 points
	Fonctions trigonométriques, variations, TVI, inégalité5 points

