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Objectifs

Reprendre les positions relatives dans I'espace et les sections de solides.

Utiliser le parallélisme, le théoreme du toit et les caractérisations vectorielles.

Travailler le calcul vectoriel, les bases et les reperes de 'espace.

Déterminer et exploiter des représentations paramétriques de droites, puis étudier des
intersections de droites et droite—plan.
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Positions relatives dans 'espace

f Vocabulaire — position relative.

Déterminer la position relative de deux objets de ’espace signifie préciser exactement leur configuration géométrique :
e pour deux droites : elles sont confondues, strictement paralléles, sécantes ou non coplanaires;;

e pour une droite et un plan : la droite est contenue dans le plan, strictement paralléle au plan ou sécante
au plan;

e pour deux plans : ils sont confondus, strictement paralléles ou sécants suivant une droite.

Dans tous les cas, la réponse doit étre justifiée.

Intersection d’une droite et d’un plan

ABCD est un tétraedre.
Le point I est le milieu du segment [AB] et J est le point de
Paréte [AD] tel que

2
AJ = - AD.
3

Déterminer I'intersection de la droite (IJ) et du plan (BCD).

ﬁgf Corrigé

e Dans le plan (ABD), les droites (IJ) et (BD) sont coplanaires.

o Elles ne sont pas paralleles, car I est le milieu de [AB] tandis que J n’est pas le milieu de [AD].
o Elles sont donc sécantes en un point que ’on note M.

o Le point M appartient a (BD), donc au plan (BCD), et il appartient aussi & la droite (1J).

e La droite (IJ) n’est pas incluse dans le plan (BCD), donc son intersection avec ce plan est réduite au point M.

(IJ)N (BCD) = {M} o M = (IJ)N (BD).

Intersection de deux plans

H G
: K
E : g
E F /
ABCDEFGH est un cube. !
Les points I, J, K sont les milieux des arétes [EF], [FB] et [FG]. :
Déterminer I'intersection des plans (IJK) et (ABC). ED J
i C
A B
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W( Corrigé

o Dans le plan (ABF), les droites (IJ) et (AB) sont coplanaires et non paralleles. Elles sont donc sécantes en un
point M.

e Le point M appartient au plan (IJK), car M € (I.J), et au plan (ABC), car M € (AB).

e Dans le plan (BCF), les droites (JK) et (BC) sont coplanaires et non paralleles. Elles sont donc sécantes en
un point N.

e Le point N appartient aussi aux deux plans (IJK) et (ABC).

o Deux plans sécants se coupent suivant une droite. Cette droite contient M et N.

(IJK) N (ABC) = (MN).

Intersection et section d’un pavé droit

ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle.
1
I est le point de [EF) tel que ET = EEF’ et J est le milieu de

[FG
1.

(ABC).

2.

par le plan (ALJ).
Quelle est la nature du polygone obtenu 7

.

Déterminer et tracer l'intersection des plans (ALJ) et

Déterminer et tracer la section du parallélépipede rectangle

ﬁgf Corrigé

WWW.

1.

2.

Les points I et J appartiennent au plan (EFG), donc Uintersection des plans (ALJ) et (EFG) est la droite (1J).
Les plans (EFG) et (ABC) sont paralléles. Le plan (ALJ) coupe donc ces deux plans suivant deux droites paralléles.
Ainsi, l'intersection de (AIJ) et (ABC) est la droite (A) passant par A et parallele a (1J).

La droite (A) coupe laréte [BC] en un point K. La section est alors le quadrilatére ATJK.
Comme (AK)//(IJ), ce quadrilatére est un trapeze.

|La section est le trapeze AIJK.
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Construire une section de cube
Construire U'intersection du plan (MNP) avec le cube ABCDEFGH.

H

W Preuve

o Le corrigé en vidéo : https ://youtu.be/7qtNSRzL{6Y.

e Une animation de la section sur Geogebra-3D : animation

W( Corrigé

Une construction de section de cube repose sur deux principes :
o dans chaque face, I'intersection du plan avec la face est une droite ou un segment ;
o deux faces paralleles coupées par un méme plan donnent des segments paralléles.

On trace donc successivement les intersections du plan (MNP) avec les faces du cube, en prolongeant si nécessaire
les droites déja obtenues dans les faces voisines.
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Parallélisme

Avec le théoreme du toit

SABCD est une pyramide de base le carré ABCD.
Déterminer I'intersection des plans (SBC) et (SAD).

ﬁgf Corrigé

o Les deux plans (SBC) et (SAD) ont le point S en commun. Ils sont donc soit sécants, soit confondus.
o Le point B appartient a (SBC), mais pas au plan (SAD), donc les deux plans ne sont pas confondus.
o Ils sont donc sécants suivant une droite (A) passant par S.

e Dans le carré ABCD, on a (BC)//(AD).

o La droite (BC) est contenue dans le plan (SBC), et la droite (AD) est contenue dans le plan (SAD).

o Par le théoréme du toit, la droite d’intersection (A) est parallele a (BC) et a (AD).

(SBC)N (SAD) = (A), A est la droite passant par S et parallele a (BC).

Démonstration du théoréme du toit

~ Théoréme 1 (Théoreme du toit (1))} .

Soit (dy) et (d2) deux droites paralleles. Les plans Py et Py conte-
nant respectivement (d; ) et (dz) se coupent en (A) qui est paralléle
aux droites (dy) et (da).

\ J

On considére donc (d;) et (d2) deux droites paralléles. Les plans Py et Py contenant respectivement (dy) et (dz) se coupent
en une droite (A).
On cherche & montrer que la droite (A) est paralléle aux droites (dq) et (d2).

%
1. Soit w , un vecteur directeur (non nul) de la droite (dy).

%
Montrer que u est aussi un vecteur directeur de la droite (d2) et un vecteur des plans Po et Ps.

%
2. Soit v un vecteur directeur (non nul) de la droite (A).
- =
En raisonnant par ’absurde, montrer que les vecteurs u et v sont colinéaires.

3. Conclure.
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W( Corrigé

— —
Soit u un vecteur directeur commun aux droites paralleles (dy) et (da), et soit v un vecteur directeur de (A).
La droite_> (A) est incluse dans Py et dans Ps.
%
Siu et v n’étaient pas colinéaires, alors ils dirigeraient le plan P; et aussi le plan P5. Les deux plans seraient donc
paralléles ou confondus, ce qui contredit le fait qu’ils sont sécants suivant une droite.

Ainsi, u et v sont colinéaires.

(A)//(d1)//(da2).

Plans paralléles coupés par un troisieme plan

Deux plans P et P’ sont paralleles. Un troisiéme plan Q coupe P suivant une droite (d) et coupe P’ suivant une droite

(d).

1. Faire une figure schématique.
2. Démontrer que les droites (d) et (d’') sont paralleles.

3. Dans un cube ABCDEFGH, citer deux plans paralléles et un plan qui les coupe. Identifier les deux droites d’intersection
obtenues.

W Corrigé

1. La figure doit faire apparaitre deux plans paralléles et un troisieme plan qui les coupe.

W Corrigé

2. Si(d) et (d') n’étaient pas paralléles, comme elles appartiennent toutes les deux au plan Q, elles seraient sécantes
en un point M. Ce point M appartiendrait alors aux deux plans paralleles P et P’, ce qui est impossible si ces plans
sont strictement paralleles. Donc (d)//(d’).

W( Corrigé

3. Dans le cube, les plans (ABC) et (EFG) sont paralléles. Le plan (ABF) les coupe suivant les droites (AB) et
(EF), qui sont paralléles.

Critéres de parallélisme dans un cube
On considere un cube ABCDEFGH.
1. Justifier que la droite (AB) est parallele au plan (EFG).

W Corrigé

Dans un cube, les arétes opposées (AB) et (EF') sont paralléles :
(AB) || (EF).

De plus, la droite (EF') est contenue dans le plan (EFG). Ainsi, la droite (AB) est parallele a une droite du plan
(EFG). Enfin, le point A n’appartient pas au plan (EFG), donc la droite (AB) n’est pas contenue dans ce plan.
Par conséquent,

(AB) || (EFG).

2. Montrer que les plans (ABF') et (DCG) sont paralléles.
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W Corrigé

Dans le plan (ABF), les droites (AB) et (BF) sont sécantes en B. Dans le plan (DCG), les droites (DC) et (CG)
sont sécantes en C.
Or, dans un cube,

(AB) | (DC) et (BF) || (CG).

Ainsi, deux droites sécantes du plan (ABF') sont respectivement paralléles & deux droites sécantes du plan (DCG).
On en déduit que

(ABF) || (DCG).
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Vecteurs de I'espace

Vecteurs colinéaires et points alignés
Dans 'espace muni d’un repére, on considere les points
Al -2 3), B4;0; —1), C(10; 4; —9).

, — -
1. Donner les coordonnées des vecteurs AB et AC .

2. Démontrer que les points A, B et C sont alignés.

— -
3. Déterminer le réel k tel que AC = kAB .

g/’ Corrigé
—
1. Le vecteur AB a pour coordonnées
4—1 3
—_— —
AB | 0—(-2) soit AB | 2
~1-3 —4
—
Le vecteur AC' a pour coordonnées
10-1 9
— e
AC [4—(-2) soit  AC 6
-9-3 —12

W( Corrigé

2. On remarque que AC = 3AB . Les vecteurs AB et AC' sont colinéaires, donc les points A, B et C sont alignés.

W( Corrigé

3. Le réel cherché est k = 3.

Vecteurs coplanaires

- = = =
On considere quatre vecteurs de I'espace u , v , w et t tels que

e T - = =
t =2u —3v et w =u +uv.
- = = .
1. Montrer que les vecteurs v , v et t sont coplanaires.
- = = )
2. Montrer que les vecteurs u , w et t sont coplanaires.

- = =
3. Les vecteurs u , v et w peuvent-ils former une base de ’espace 7 Justifier.
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W Corrigé
— . L. — — - — — .
1. Le vecteur ¢ est combinaison linéaire de u et v , donc u , v et t sont coplanaires.
W Corrigé
- = = - = =
2. Commew =u +v,onav =w —u.Donc
- = - = - =
t =2u —3(w —u)=>5u —3w.
. . % . . . 7’ . % % % % % .
Ainsi ¢t est combinaison linéaire de u et w , donc u , w et ¢ sont coplanaires.
W Corrigé
- = = . i
3. Non. Comme w = u + v, les trois vecteurs sont coplanaires. Ils ne peuvent donc pas former une base de
I’espace.

Probleme d’alignement dans un cube

H G
"
ABCDEFGH est un cube et I est le milieu du segment [FC]. 6 3
Le point M est défini par E E ' F
—_ 2 —_— : ‘\‘
AM = ZAI. " |
: ‘\\M J "‘r
Montrer que les points M, B et H sont alignés. 'D AT
1. En se plagant dans un repére bien choisi. e ---'-\‘----_-_-_-_-,-. &
'—"” _-"l\--—
2. Avec une démonstration vectorielle. ‘.:—': ______ \
A B

W Corrigé

H=1(0,1,1)

1. Danslerepere (A; B; D; E),ona

A0;050), B(1;0;0),C(1;1;0), F1;0; 1), HO; 1; 1).
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Comme T est le milieu de [FC],

— 2—
Puisque AM = §AI , on obtient

T4 ,
Le vecteur BM a pour coordonnées

1
s [ 3
BM % ,
1
3
—
et le vecteur BH a pour coordonnées
-1
e
BH 1
1

Ainsi BM = §BH , donc les points B, M et H sont alignés.

2. Vectoriellement, comme I est le milieu de [FC],

www.math93.com / M. Duffaud

— 1 — —
Al :§(AF + AC
Dans le cube,
— - — —
AF = AB + AF AC =A
Donc
— — 11—
Al = AB +§AD +
Alors
— 2= 2— 11—
AM = -AlI =-AB +-A
3 3 3
Or
—_— l—— — 1l = — =
AB +§BH = AB +§(—AB +AD +AF ) =
— — 1= — 1=
Donc AM = AB —i—gBH,d’oleM:g

TD 4 — Géométrie dans |'espace — Partie 1 (Corr.)
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Caractérisations vectorielles

Caractérisation vectorielle d’'une droite

On considére deux points distincts A et B de I'espace.
1. Rappeler une caractérisation vectorielle de la droite (AB).

2. On consideére un point M tel que
—

AM =3AB.
Que peut-on conclure sur le point M ?

3. On considere un point N tel que
et e
AN = AB + AC ,

ot C est un point n’appartenant pas & la droite (AB). Le point N appartient-il nécessairement & la droite (AB) ?
gf Corrigé

1. Un point M appartient a la droite (AB) si et seulement s’il existe un réel ¢ tel que

—_— —
AM =1tAB .

W( Corrigé

— s
2. Si AM =3AB , alors M appartient & la droite (AB).

gf Corrigé

—
3. Le point N n’appartient pas a la droite (AB). En effet, supposons par 'absurde que N € (AB). Alors AN
serait colinéaire a AB . Or
AC = AN — AB.
. ’ . 7’ . N H . . 7’ . N % . H . 7’ . N
La différence de deux vecteurs colinéaires & AB serait encore colinéaire & AB . On aurait donc AC colinéaire &

AB | ce qui impliquerait C' € (AB), en contradiction avec 1’énoncé. Ainsi,

N ¢ (AB).

Caractérisation vectorielle d’un plan

Soient A, B et C trois points non alignés de 1’espace.
1. Rappeler une caractérisation vectorielle du plan (ABC).

2. Soit M un point tel que
_— — —

AM =2AB — AC'.
Démontrer que M appartient au plan (ABC).

3. Soit N un point tel que
e T T
AN =AB + AC +u,
— e
ou u n’est pas coplanaire avec AB et AC . Le point N appartient-il au plan (ABC)?

www.math93.com / M. Duffaud page 11/50



Terminale Spécialité Mathématiques TD 4 — Géométrie dans |'espace — Partie 1 (Corr.)

W( Corrigé

1. Un point M appartient au plan (ABC) si et seulement s'il existe deux réels s et t tels que

— s
AM = sAB +tAC .

W( Corrigé

T J——
2. Ici AM =2AB — AC , donc M appartient au plan (ABC).

W( Corrigé

. % . H H H . . . 7 . H H
3. Siwu n’est pas coplanaire avec AB et AC' , alors AN n’est pas combinaison linéaire de AB et AC' seulement.
Le point N n’appartient donc pas au plan (ABC).

Coplanarité de quatre points

Dans un repere de l'espace, on considere les points
A(O; 15 -1), B(2;0;1), C(1;3;0), D(5;1;4).

) — = —
1. Donner les coordonnées des vecteurs AB , AC' et AD .

2. Chercher s’il existe deux réels « et 3 tels que

— —
AD = aAB + BAC .

3. Les points A, B, C et D sont-ils coplanaires ?

@f Corrigé
1. Les vecteurs ont pour coordonnées :
2 1 5
— - —
AB | -1, AC | 2], AD
2 1 5
W( Corrigé
2. On cherche a, 5 € R tels que
e
AD = aAB + pAC
Cela donne
200+ 8 =
—a+28=0
20+ =
Les premiére et troisieéme équations sont identiques. De —«a 4 23 = 0, on obtient o = 2. Puis 48 + [ = 5, donc
B=1leta=2.
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f Corrigé

—_ - —
3. Ainsi AD =2AB + AC' . Donc D appartient au plan (ABC) et les points A, B, C et D sont coplanaires.
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Bases et reperes de l'espace

Coordonnées dans un cube

H G
ABCDEFGH est un cube. On se place dans le repére (A; B; D ; E). E AN F
1. Donner les coordonnées des points A, B, C, D, E, F, G et H. > B
2. I est le milieu de [FC]. Donner les coordonnées de I. - |
P — 2= ; i WM ”

3. M est défini par AM = §AI . Donner les coordonnées de M. ‘DA e
4. Vérifier que les points B, M et H sont alignés. ’,_c’:”’x o

A B

g/’ Corrigé

1. Les coordonnées sont :

W( Corrigé

2. Comme F(1; 0; 1)et C(1; 1; 0), le milieu I de [FC] a pour coordonnées

W( Corrigé

— 2=
3. Comme A(0; 0; 0) et AM = §AI ,

gf Corrigé

4. On a

!

=y
BM

Wl Wl

—_— 1—> . L,
Donc BM = gBH et les points B, M et H sont alignés.

Décomposer un vecteur dans une base

Dans une base (i ,j ,k ) de 'espace, on considére les vecteurs

%

T — T T - =
u =21 —j +3k, v =—1 +45 +k, w

- =
=51 +25 +7k.
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) - =
1. Donner les coordonnées de v , v et
- =
U — .

_>
w dans cette base.

2. Calculer les coordonnées de 2

, . .= .. . - =
3. Déterminer si w est combinaison linéaire de u et v .

f Corrigé
1. Ona
2 -1
— — —
u | =11, v 4 |, w
3 1
W Corrigé
2.
2 -1 5
_>
20 —v =2 -1]—-| 4 |=1]-6
3 1 5
W Corrigé
- = =
3. On cherche a,b € R tels que w = au + bv . Cela donne
2a—b=5
—a+4b=2
3a+b="7

Mais alors
12 4

16
a4 db=—=_2-_2 9
@t 5 5 57

— —
Donc w n’est pas combinaison linéaire de u et v .

Coordonnées d’un point défini vectoriellement

Dans un repére de I’espace, on donne

Le point M est défini par

Déterminer les coordonnées de M.

ﬁyf Corrigé

Les vecteurs ont pour coordonnées

|
o
Do

www.math93.com / M. Duffaud

12 1
Des équations 2a — b =5 et 3a + b = 7, on obtient 5a = 12, donc a = = puis b =2a — 5 = —%
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Donc

Comme A(2 ;

donc

-3 2
— 1
-3 )
—1; 3), on obtient
M <2-+»g ; —1+9; 3— —
M 13; 8 23
2 2

www.math93.com / M. Duffaud
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TD 4 — Géométrie dans |'espace — Partie 1 (Corr.)

Représentations paramétriques de droites

Déterminer une représentation paramétrique

Dans un repére de l'espace, on donne les points A(—2; 3; 1) et B(5; 2; —2).

1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).

2. Les points M(—9; 4; 4) et N(12; 1; 1) appartiennent-ils & cette droite ?

¢ff Corrigé
—
1. Le vecteur AB a pour coordonnées
5—(-2) 7
— —
AB 2= g soit AB | —1
-2-1 -3
Une représentation paramétrique de (AB) est donc
3 = =2 = 16
y=3—-1 teR.
z2=1-3t
W( Corrigé
2. Pour M :
—9=-24T7¢ t=-1
4=3-1 = = -1
4=1-3t t=-1
Donc M € (AB).
Pour N :
12=-2417¢ =
1=3-1¢ — (t=2
1=1-3¢ =0
Il n’existe pas de réel ¢ convenant aux trois équations, donc N ¢ (AB).

Positions relatives de droites paramétrées

Dans chaque cas, déterminer la position relative des droites Z et &', c’est-a-dire préciser si elles sont confondues, stric-
tement paralleles, sécantes ou non coplanaires, en justifiant la réponse.

1.
r=-145¢

l.a. Z2:cy=-3—-1t ,te.
z=—4t
r=9+15s

1.b. 2":{y=-5-3s ,s€R.
z=—-8—12s

2.
r=—-3+4t

2.a. Z:qy=4t ,teR.
z=1+12¢

www.math93.com / M. Duffaud

3.

a.

9"

D -

9"

r=—-1+s
y=2+s ,s€R.
z=29+3s
r=-3+1
y=t , t € R.
z=1+4+3t
r=-1+s
y=2-—2s,s€R.
z2=29+3s
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4. =35
r=-3+1 4.b. 2:{y=1+s ,seR.
4. a. Z:{y=2—-t ,teR. z=-—1—4s
z=1+t
g/’ Corrigé

— — —
1. Les vecteurs directeurs sont u (5 ; —1; —4) et v’ (15 ; —3; —12) = 3u . Les droites sont paralléles. Le point

A(—=1; —=3; 0) de 2 appartient & 2’ pour s = —3 Les droites sont donc confondues.

@f Corrigé

. — — - — . .
2. Les vecteurs directeurs sont u (4 ; 4; 12) et v’ (1; 1; 3). Ona u = 4u’ , donc les droites sont paralléles. Le
point (=3 ; 0; 1) de & n’appartient pas & 2’. Les droites sont strictement paralléles.

W( Corrigé

— —
3. Les vecteurs directeurs u (1 ; 1; 3) et v/ (1 ; —2; 3) ne sont pas colinéaires, donc les droites ne sont pas
paralleles. Cherchons si elles sont sécantes :

—3+t=—-1+s t—s=2
t=2-2s <— t+2s=2
1+3t=5+3s 3t—3s=4

Les deux premieres équations donnent s = 0 et t = 2, mais alors 3t — 3s = 6 # 4. Elles ne sont donc pas sécantes.
Les droites sont non coplanaires.

W( Corrigé

4. On résout le systeme d’intersection :

—3+t=s t—s=3
2—t=1+s — t+s=1
1+t=-1-4s t+4s=-2
Les deux premieres équations donnent ¢ = 2 et s = —1, ce qui vérifie la troisieme. Les droites sont donc sécantes
au point
A(—=1;0; 3).

Trouver une droite paralléle a une droite donnée

On considere la droite 2 de représentation paramétrique

r=1+2t
2:sy=-3+t telR.
z=4->5t
1. Donner un vecteur directeur de Z.
2. Déterminer une représentation paramétrique de la droite 9’ passant par A(0 ; 2 ; —1) et paralléle & 2.

3. Le point B(4; 4 ; —11) appartient-il & 2’ ?
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f Corrigé

_>
1. Un vecteur directeur de Z est u 1

f Corrigé

%
2. Une représentation paramétrique de la droite 2’ passant par A(0 ; 2 ; —1) et dirigée par u est

B = Ui
9 {y=2+t t € R.
z=—-1->5¢
ﬁ Corrigé
3. Pour B(4; 4; —11), les deux premiéres équations donnent ¢t = 2, et la troisieme donne bien —1 —5 x 2 = —11.
Donc B € 9.
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Intersections analytiques

Intersection de deux droites

Dans un repére de ’espace, on consideére les droites 2 et 2’ définies par

r=1+2¢t z=6-s
Z:{y=-1+t teR, 92" {y=-1+4+2s selR.
z=3—t z=4—3s

1. Donner un vecteur directeur de chacune des droites et montrer qu’elles ne sont pas paralleles.

W Corrigé

Pour tout réel ¢, la droite 2 a pour vecteur directeur

- = - =
Pour que les droites soient paralleles, les vecteurs u et v devraient étre colinéaires. Si v = ku , alors la premiere
coordonnée impose

—1=2% = k:—%.

Mais la deuxiéme coordonnée imposerait alors

2=k=—=
27

ce qui est impossib§
Ainsi, les vecteurs v et v ne sont pas colinéaires. Par conséquent,

2 et 9’ ne sont pas paralleles.

2. On cherche un éventuel point commun aux deux droites. Ecrire le systéme vérifié par les parametres ¢ et s, puis
résoudre les deux premieres équations.

W Corrigé

Un point appartient simultanément & 2 et a 2’ 'l existe deux réels ¢ et s tels que ses trois coordonnées données
par les deux représentations paramétriques soient égales. On doit donc avoir

1+2t=6-3s
—14+t=-1+2s
3—t=4-—3s

Commencons par résoudre les deux premieres équations :

1+2t=6-s 2+ s=5
e
—14+t=-1+42s t—2s=0
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La deuxieme équation donne ¢ = 2s. En remplacant dans la premiere :

2(2s)+s=5
4s+s=5
55 =15
s=1
Puis :
t=2s
=2x1
t=2

Ainsi, les deux premieres équations imposent

|t=2 et s:l.l

3. Vérifier la troisiéme équation. En déduire la position relative des deux droites (ici : sécantes ou non coplanaires
puisqu’elles ne sont pas paralleles) et, le cas échéant, les coordonnées de leur point d’intersection.

W( Corrigé

Il reste indispensable de vérifier la troisieme équation avec t =2 et s =1 :
3—t=3-2

et

4—-3s=4-3x1

4—-3s=1
La troisieme équation est donc bien vérifiée.

Les trois équations du systéme sont satisfaites pour ¢t = 2 et s = 1. Les droites Z et 2’ sont donc sécantes.
Pour obtenir le point d’intersection I, on remplace par exemple ¢ par 2 dans la représentation paramétrique de 2 :

Ty =1+2x2
=1+4

yr=—1+4+2
yr=1

Ainsi,

9INP ={I} avec I(5;1; 1).

Intersection d’une droite et d’un plan

Dans un repere de l’espace, on considére les points

A5 05;0),  B(2;51;0), C0;1;1),
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et la droite 2 de représentation paramétrique

xr =2t
2:qy=-1+t teR.
z=1-—1

1. Montrer que les points A, B et C' ne sont pas alignés. On pourra calculer les vecteurs 1@ et 1@

W( Corrigé

Calculons les coordonnées des vecteurs 1@ et 1@ :

21
AB=|1-0
0-0
1
AD —
0
et
0—1
AC=|1-0
1-0
1
ac=| 1

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires : la troisieme coordonnée de z@ est nulle alors que celle de ﬁ ne l'est
pas.
Donc les points A, B et C' ne sont pas alignés et définissent bien un plan, noté (ABC).

—
2. Soit M un point de la droite 2 associé au parametre t. Donner les coordonnées de M, puis celles du vecteur AM.
V Corrigé

Pour tout réel ¢, un point M de Z a pour coordonnées

M(2t; —1+t; 1—1t).

Comme A(1; 0; 0), on obtient :

o~ 1
AM = | (=146 -0
(1-t)—0
2 1
AM=|¢-1
1t

3. Traduire la condition M € (ABC) a l'aide de la caractérisation vectorielle d’un plan, puis déterminer la valeur de ¢
pour laquelle M appartient au plan (ABC).
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V Corrigé

Les vecteurs A§ et A(2 ne sont pas colinéaires. D’apres la caractérisation vectorielle d’un plan,

M e (ABC) <+« 3(\p) €R?, AM = \AB + uAC.

-1 A—p
A/@Jru@:)\ 1l +p|l 1 = X+p
0 1 W

Ainsi, M appartient au plan (ABC) si et seulement s’il existe deux réels A et p tels que

A—p=2t-1
Adp=t-1
m=il =1
La troisieme équation donne
uw=1-—t.

En remplacant dans la deuxiéme équation :
A+(1-t)=t—-1
A=t—1—-1+4t¢

On remplace alors A =2t — 2 et u = 1 — t dans la premieére équation :

(2t—2)—(1—t)=2t—1
U—2—14+t=2t—1

IHt—-3=2t-1
b=
b=

Pour ¢t = 2, on obtient
A=2x2-2=2 et p=1-2=-1,

donc le systeme est bien compatible.
11 existe donc un unique point de la droite & appartenant au plan (ABC'), obtenu pour ¢t = 2.

4. Déterminer les coordonnées du point d’intersection P de la droite 2 et du plan (ABC), puis conclure en écrivant
I’intersection sous forme ensembliste.

W( Corrigé

Le point d’intersection correspond au parametre t = 2. On remplace donc ¢ par 2 dans la représentation paramé-
trique de 2 :

B SER A= 4,

yp=—1+2=1,

zp=1—-2= -1,

P=(4;1; -1

Ainsi,

2N (ABC) = {P}.

www.math93.com / M. Duffaud page 23/50



Terminale Spécialité Mathématiques TD 4 — Géométrie dans |'espace — Partie 1 (Corr.)

Bilan : en route vers le bac

Bac 2026 — Droite sécante a un plan et intersection de plans

Source bac : Bac 2026 Asie Sujet 1, exercice 3 - (extrait partiel). Voir la page Math93 Bac 2026.

Dans 'espace muni d’un repére orthonormé (O; Z,]_), E), on considere les points suivants :
A(0;0;1), B(152;3), C(3;3:1), E(%-2;2), F(30;4) et G(51;2).

1. Montrer que les points B, C' et E ne sont pas alignés.
2.
2. a. Montrer que les vecteurs ﬁ , B? et ﬁ ne sont pas coplanaires.
2. b. En déduire que la droite (AG) et le plan (BCFE) sont sécants.
3. Pour la suite de 'exercice, on appellera P le point d’intersection de la droite (AG) et du plan (BCE).

3. a. Montrer qu'une représentation paramétrique de la droite (AG) est :

T = 5t
y=t , teR
z=14+1

3. b. En déduire les coordonnées du point P.

3. ¢. Montrer que le point P est le milieu du segment [EC]|.
4. Déterminer l'intersection des plans (BCE) et (ACG).

gf Corrigé

1. Non-alignement des points B, C et E.
Les vecteurs ﬁ' et @ ont pour coordonnées :

91 1
BE|—2-2| soit BE|-4],
23 1
31 2
ﬁ 3—2 soit ﬁ 1
1-3 2

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires car on n’a pas le méme coefficient de proportionnalité entre les coordon-
nées :

1
Z=2 s — =—-.
1 mails 4 1

Les points B, C' et E ne sont donc pas alignés.

gf Corrigé

2. a. Coplanarité des vecteurs.
On calcule d’abord les coordonnées de 1@ 3

5—-0 5)
1@ 1-0 soit @ 1.
2—-1 1
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Comme les vecteurs ﬁ et B? ne sont pas colinéaires, les vecteurs ﬁ, B? et ﬁ seraient coplanaires si et
seulement s’il existait deux réels A et u tels que :

ﬁ:AB?Jr,uB?.

En passant aux coordonnées, on obtient le systéme :

A+2u=5
—4A+pu=1
“A—-2pu=1
La premieére équation donne A + 2u = 5, alors que la troisieme donne A + 2 = —1.

C’est impossible. Donc il n’existe pas de tels réels A et p.

Les vecteurs ﬁ, l% et zﬁ ne sont pas coplanaires.

2. b. Position relative de la droite (AG) et du plan (BCE).
Le plan (BCE) est dirigé par les deux vecteurs non colinéaires ﬁ et B?
Si la droite (AG) était parallele au plan (BCE), alors son vecteur directeur /@ serait coplanaire avec les vecteurs

BE et BC.
Or ce n’est pas le cas d’apres la question précédente. La droite (AG) n’est donc pas paralléle au plan (BCE).

Le vecteur directeur ﬁ n’est donc pas un vecteur directeur du plan (BCE). La droite (AG) n’est ni paralléle au
plan (BCE), ni contenue dans ce plan. Elle est donc sécante au plan (BCE) :

la droite (AG) et le plan (BCE) sont sécants.

iﬁ'ff Corrigé
3. a. Représentation paramétrique de (AG).

La droite (AG) passe par A(0;0;1) et admet pour vecteur directeur 1@ de coordonnées | 1
1

Donc une représentation paramétrique de (AG) est :

z=0+5t

y=0+1 t € R,

z=1+1
c’est-a-dire :

T =5t

y=t teR.

z=1+41t

W Corrigé

3. b. Coordonnées du point P.
Comme P appartient & la droite (AG), il existe un réel ¢ tel que :

Pty t; 141¢).

De plus, P appartient au plan (BCE). D’apres la caractérisation vectorielle d’un plan, il existe deux réels A et p

tels que :
ﬁ = )\ﬁ + ,uB?.
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Or :
5t —1
BE| t—2
t—2
On obtient donc :
A+2u=>5t-1
—AXN+p=t-2
—“A-2u=t-2

La premiere et la troisieme équations donnent :

1
ft—1=2—1t < 6t=3 <— t:§.

1 . . 1 1 .
Pour t = 2’ le systéme est compatible : par exemple A = 3 et u= 2 conviennent.

1 1 1
Plsx=:2:1+=
(5%3:5:1+3)

On obtient alors :

[\V]

donc :

@/ Corrigé

3. c. Milieu du segment [EC].
Le milieu du segment [EC] a pour coordonnées :

rptxc Yptyc zp+tzc\ (243 243 2+1
2 ' 2 ’ 2 n 2 7 2 72 ’

Ainsi :

te+rc Ye+yc Zetzc) _ (5 1 3
2 ’ 2 ’ 2 \27 27 2/

On retrouve les coordonnées du point P. Donc :

P est le milieu du segment [EC].

@7 Corrigé

4. Intersection des plans (BCE) et (ACG).
Le point C' appartient aux deux plans (BCE) et (ACG).

De plus, le point P appartient au plan (BCE) par définition et il appartient aussi au plan (ACG) car P appartient
a la droite (AG), contenue dans le plan (ACG).

Les deux plans ont donc deux points distincts communs : C et P.
Par conséquent, leur intersection est la droite (CP) :

(BCE) N (ACG) = (CP).

Si l'on souhaite une représentation paramétrique de cette droite, on peut utiliser le point C'(3;3;1) et le vecteur
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C? de coordonnées :

5 1
P E
@ g -3 soit C? ~3
1
Z_1 Z
2 2
-1
On peut donc prendre comme vecteur directeur | —5 |, ce qui donne par exemple :
1
r=3-—s
y=3—-5s seR
z=1+s

Bac 2026 — Cube, coordonnées et droites coplanaires
Source bac : Bac 2026 Centres étrangers Sujet 1, exercice 3 - (extrait partiel). Voir la page Math93 Bac 2026.

H

J
G

ABCDEFGH est un cube d’aréte de longueur 1. E
Les points I, J et K sont les milieux respectifs des arétes [EF],
[EH] et [AE]. K
On munit 'espace du repére orthonormal (A ; E, ﬁ, ﬁ)

A

1. Donner les coordonnées des points I, J et K.
2. Soit M un point de la droite (FG).
On admet que les coordonnées de M sont (1 ; m ; 1) avec m appartenant a R.

2. a. Démontrer qu'une représentation paramétrique de la droite (IM) est :

1 +1
T=z5+ 2

2 2
Y =ms avec s € R.
z=1

2. b. Peut-on affirmer que les droites (IM) et (KC') sont coplanaires quelle que soit la valeur de m?

if Corrigé

1. Coordonnées de I, J et K.

Dans le repere (A ; E,E,zﬁ), on a :

A(0;0;0), B(1;0;0), D(0;1;0), E(0;0;1),
F(L;0;1), H(0;1;1), C(1;1;0), G(1;1;1).
Comme I est le milieu de [EF], on obtient :

0+1 040 141 1
I ; ; Il{=;0;1])]|
( 5 5 ) 3 ) donc ( ; 0 )
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Comme J est le milieu de [EH], on obtient :

2 72 72

J<O+O~ Ca 1“) done J(O; %; 1) |

Comme K est le milieu de [AE], on obtient :

0+0 O0+0 O0+1
K( 5 g 2) donc K(O,O,E

W( Corrigé

2. a. Représentation paramétrique de (IM).

On sait que :
1
i

=p a
Le vecteur IM a pour coordonnées :

1 1 1
IM |, —0 soit IM |
1-— 0

1

—
La droite (IM) passe par I et admet pour vecteur directeur I M.
Une représentation paramétrique de (I'M) est donc :

_1+1
45 3 25
y:0+m8 s € R.
z=1+40s
C’est-a-dire :
1 +1
r=-8+ —
2 2
y =ms seR.
z=1

W Corrigé

2. b. Coplanarité des droites (IM) et (KC).

Le vecteur K (% a pour coordonnées :

Deux droites de I'espace sont coplanaires lorsqu’elles sont paralléles ou sécantes.

Un vecteur directeur de (IM) a pour coordonnées
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1-0 1
[?8 1_(1) soit 175 11
0—5 ——

, et un vecteur directeur de (KC) a pour coordonnées
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Bac 2025 — Vrai/Faux sur les représentations paramétriques

Source bac : Bac 2025 Métropole Sujet 1, exercice 3 - (extrait partiel). Voir la page Math93 Bac 2025.

1

TD 4 — Géométrie dans |'espace — Partie 1 (Corr.)

1 |. Ces deux vecteurs ne peuvent pas étre colinéaires car la troisitme coordonnée du premier est nulle alors

2
que celle du second ne l’est pas.

Les droites (IM) et (KC) ne sont donc jamais paralléles.
Cherchons alors pour quelles valeurs de m elles sont sécantes.
Une représentation paramétrique de (KC) est :

93 =77
(KC):g y=r r € R.
11
Z=3 r

11
r=5+3s
r=ms
1 1
——=r=1
2 2
La troisiéme équation donne :
1 1 1 1
———r=1<4<= ——r==- < r=-1.
3~ 2" 2" T3 "
La premiere équation donne alors :
1 1
—1:§+§s = 2=1+4+3s5 & s=-3.

La deuxieme équation donne enfin :
1
—1=m(-3) < m= 3
1

Ainsi, les droites (IM) et (KC) sont sécantes uniquement pour m = 3

Donc on ne peut pas affirmer qu’elles sont coplanaires quelle que soit la valeur de m.

1
Non, elles sont coplanaires uniquement pour m = 3

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Justifier chaque réponse. Une réponse non
justifiée ne rapporte aucun point.

- = =

On munit l'espace d’un repére orthonormé (O ; @ , 7 , k).

1.

2

On considére les points A(—1; 0; 5) et B(3; 2; —1).
Affirmation 1 : Une représentation paramétrique de la droite (AB) est :

r=3-2
y=2—t avec t € R.
z=-1+3t

. On considere :

www.math93.com / M. Duffaud
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e la droite d de représentation paramétrique :

r=15+k
y=8-F avec k € R;
z=—6+2k

e la droite d’ de représentation paramétrique :
r=1+14s
y=2+4s avec s € RR.
z=1—06s

Affirmation 3 : Les droites d et d’ ne sont pas coplanaires.
W( Corrigé

1. Affirmation 1.
On calcule les coordonnées du vecteur /@ :

Elle admet pour vecteur directeur le vecteur @ de coordonnées :

-2
| —1
3
Or :
-2
1
2
3 —6

de la droite (AB).

|L’afﬁrmation 1 est vraie.

W( Corrigé

2. Affirmation 3.
La droite d admet pour vecteur directeur un vecteur ¢ de coordonnées :

4
vl 4
—6
Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires car :
4 .
1= 4 mais — =—4
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3—(-1) 4
AB| 2-0 | soit AB| 2
-1-5 —6
La représentation proposée passe par le point B(3 ; 2 ; —1), obtenu pour ¢ = 0.

Le vecteur u est donc colinéaire au vecteur zﬁ La représentation proposée est bien une représentation paramétrique
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Les droites ne sont donc pas paralléles.
Cherchons si elles sont sécantes. On résout :

15+k=1+4s
8—k=2+4s
—6+2k=1-6s

En additionnant les deux premieres équations, on obtient :
5
23=3+4+8s <= 85s=20 < $=3-
La premieére équation donne alors :
5
15+k:1+4x§ — 154+k=11 < k= -4
On vérifie la troisiéme équation :

5
~6+2(—4)=-14 et 1-6x7=1-15=-14

5
11 existe donc un couple (k;s) = (—4; 2) donnant un point commun. Les droites d et d’ sont sécantes au point :

(15 —4; 8—(—4) ; —6+2(—4)) = (11; 12; —14).

Deux droites sécantes sont coplanaires. L’affirmation qui dit qu’elles ne sont pas coplanaires est donc fausse.

| L’affirmation 3 est fausse. |

Bac 2026 — Deux droites sont-elles sécantes ?

Source bac : Bac 2026 Métropole Sujet 1, exercice 2 - (extrait partiel). Voir la page Math98 Bac 2026.

Pour l'affirmation suivante, indiquer si elle est vraie ou fausse. Justifier la réponse.
L’espace est muni d’un repére orthonormé (O ; i, 7, k).
On considere :

e la droite (d) dont une représentation paramétrique est :
r =t

—1,5—1t out € R,
z = 2-=2t

e les points A(3; 0; 2)et B(2; 1; —3).

b

Affirmation : Les droites (d) et (AB) sont sécantes.

g/’ Corrigé

e Vecteur directeur de (AB).

Le vecteur A§ a pour coordonnées :

2—-3 -1
1@ 1-0 soit z@ 1

—3-2 -5
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Une représentation paramétrique de la droite (AB) est donc :

r = 3—u
= u u € R.
z = 2-—5u

e Recherche d’un point commun.

Un point commun aux deux droites doit vérifier :

t=3—u
—-1,5—t=u
2—-2t=2-"5u

La troisiéme équation donne :

2—-2=2—-bu < —2t=-bu < 2t = bu.

Avec la premiere équation, ¢ = 3 — u. Donc :

Alors :

On vérifie la deuxieme équation :

15 3 15 21 30 51 6
Bl i A e VI v Vel 2

Le systeme n’a donc pas de solution.

¢ Conclusion.

Les droites (d) et (AB) ne sont pas sécantes.

| L’affirmation est fausse. |

Bac 2025 — Droites sécantes et points non coplanaires

Source bac : Bac 2025 Métropole Sujet 2, exercice 2 - (extrait partiel). Voir la page Math93 Bac 2025.
L’espace est muni d’un repére orthonormé (O ; ;,j, k). On considere :
e les points A(—1; 2; 1),B(1; =1; 2)et C(1; 1; 1);

e la droite d dont une représentation paramétrique est donnée par :

3
d: y = 24t avec t € R;
3—1t

e la droite d’ dont une représentation paramétrique est donnée par :

r = s
d : y = ;4-3 avec s € R.
z = 3—12s

1
1. Montrer que les droites d et d’ sont sécantes au point S <—2 ;1 4).

www.math93.com / M. Duffaud

6
2B—u)=bu <= 6—-2u=5u <= Tu=06 < U=z
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2. Démontrer que les points A, B, C' et S ne sont pas coplanaires.

W( Corrigé

1. Intersection des droites d et d’.
Un point de d a pour coordonnées :

2

<s; ngs; 323).

Cherchons s’il existe deux réels ¢ et s tels que ces coordonnées soient égales :

<3+2t; 241, 3—t>.

Un point de d’ a pour coordonnées :

3
3
3—t=3—-2s

La troisieme équation donne :
3—t=3—2s5s <= t =2s.

En remplacant dans la premiere équation :

3 3 3 1
5—!—2(23):3 = §—|—4s=s = 332—5 = s5=-3.
Donc :
t=2s=-1
On vérifie la deuxieme équation :
3 3 1
24t=2—-1=1 et = =—-——=1
* ¢ gTETo Ty
. . 2 oma . i 1
Les trois équations sont vérifiées. Le point commun est obtenu, par exemple sur d’ avec s = —3 :

1 3 1 1 1
s(-2:2-Liooa(-)) =s(-ied).

1
Ainsi, les droites d et d’ sont sécantes au point S (2 ;1 4>.

ﬁf Corrigé

2. Coplanarité des points A, B, C et S.
On calcule :
2

1
2 -
Ag =31, A(% —-11, Ag _21 .

1 0 3

Les points A, B, C et S sont coplanaires si et seulement si les vecteurs 1@ , /@ et ﬁ sont coplanaires, c’est-a-dire

s'il existe deux réels \ et u tels que :
A8 = \AB + pAC.
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Cela donne le systeme :

1

204 2u ==
+2u 5
—3h—pu=-1
A=3

La troisieme équation impose A = 3. La premiere devient :

1 11
6+2u=§ = 2u:—? = M:_Z'

Mais alors : 10 95
3N —p=- — = ——#£-1.
3AN—p 9+ 1 1 #

Le systeme est impossible. Donc les vecteurs E , ﬁ et ﬁ ne sont pas coplanaires.

|Les points A, B, C et S ne sont pas coplanaires.

Bac 2025 — Deux droites dans un cube

Source bac : Bac 2025 Asie Septembre, exercice 2 - (extrait partiel). Voir la page Math93 Bac 2025.

On considére un cube ABCDEFGH de coté une unité. E H
L’espace est muni du repere orthonormé ]
On note I le milieu du segment [AB] et J le milieu du segment '
[BG]. :
Al D
- Lmmmmm -2
B C

Donner sans justification les coordonnées des points A, B, G, I et J.

2. a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AJ).
2. b. Montrer qu'une représentation paramétrique de la droite (IG) est :

1+1t

x=—-4=

2 2

y=t avec t € R.
z=t

2 1 1
2. ¢. Démontrer que les droites (AJ) et (IG) sont sécantes en un point S de coordonnées S (3 b3 3)

gf Corrigé

1. Dans le repere (A ; ﬁ, ﬁ7 ﬁ), on lit directement :

A(0; 0; 0), B(1; 0; 0), G(1;1;1).

1
Ull=35 O :
(z:0:0)
Comme J est le milieu de [BG], on obtient :

1+1 0+1 0+1 1 1
; ; 1; =5 =J.
J( 5 T ) ) soit J( P g )

Comme I est le milieu de [AB], on obtient :
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W( Corrigé

2. a. Le vecteur A3 a pour coordonnées :

AJ

NN — =

Une représentation paramétrique de la droite (AJ) est donc :

r = u

1
y = Ju u € R.

z = —-u
2
2. b. Le vecteur I@ a pour coordonnées :

1 1
=3 2
I@ 1-0 soit .@ 1
1-0 1

1
La droite (IG) passe par I (2 ;0 O) et admet ﬁ pour vecteur directeur. Ainsi :

1+1t

zr = =+4+=

2 2

y = t teR
z t

est bien une représentation paramétrique de la droite (IG).

2. ¢. Cherchons l'intersection des deux droites. On résout :

1+1t
u=-+z
2 2
! t
Zu=

2

1

—u=t

2

Les deux dernieres équations donnent u = 2¢t. En remplagant dans la premiere :

Qt—1+1t<:>3t—1<:>t—1

T2 09 27 2 3
Donc : 5
=2 ==.
“ 3

Les coordonnées du point d’intersection sont alors, avec la droite (A.J) :

2 1 2 1 2
Slz; =x=z; =x<=
(3 2 372 3>

2 1 1
5(373’3)

Les droites (AJ) et (IG) sont donc sécantes en S.

soit :

Bac 2025 — Coplanarité de quatre points
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Source bac : Bac 2025 Amérique du Sud Jour 2, exercice 1 - (extrait partiel). Voir la page Math93 Bac 2025.

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Justifier chaque réponse.
L’espace est rapporté a un repere orthonormé. On considere les points :

AB; 25 1), B(7; 3; 1), C(-1;4;5), D(-3; 3;5).
1. Affirmation 1 : Les points A, B, C' et D ne sont pas coplanaires.
2. Affirmation 2 : Les points A, B et C sont alignés.
3. Affirmation 3 : Les vecteurs E et C"ﬁ sont colinéaires.

ﬁgf Corrigé

On calcule les coordonnées des vecteurs :

4 —4 —6
aBl1|, ac| 2|, aB| 1
0 4 4

1. Les points A, B, C et D sont coplanaires si et seulement si les vecteurs f@ , ﬁ et /ﬁ sont, coplanaires.
Autrement dit, il faudrait qu’il existe deux réels X et p tels que :

,ﬁ:)\zﬁ—i—um.

Cela donne :

AN —4p = —6
A2u=1
du=4

La troisieme équation impose p = 1. La premiére devient :
1
AIA—4=—-6 <= 4\ =-2 A:fi.

Mais alors : .
2
Le systeme est impossible. Donc les quatre points ne sont pas coplanaires.

3
At2p=—s+2=C#1

L’affirmation 1 est vraie. |

2. Les points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs @ et ﬁ sont colinéaires.

Or :
—4

4
1@1 et ﬁz
4

0

Comme la troisieme coordonnée de A§ vaut 0 alors que celle de A(% vaut 4, ces deux vecteurs ne peuvent pas étre
colinéaires.

| L’affirmation 2 est fausse. |

3. On calcule :
3—(=1) 2

ch| 3-4 soit CD | -1

5—5 0

-2
Les vecteurs ﬁ 1] et Cv'ﬁ —1 | ne sont pas colinéaires car :
0 0

L’affirmation 3 est fausse.
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Synthése du chapitre

['] Bilan Droites, plan, positions relatives et intersections

Dans un repére de ’espace, on considére les points
A(0;0;0), B(1;0;1), CO;1;1),

le point D(2 ; —1; 0) et le vecteur

_>
On note P = (ABC') et Z la droite passant par D et dirigée par u . On considére également la droite 2’ définie par

r=—-142s
2 {y=—1+s s€R.
z=3—3s

1. Montrer que les points A, B et C' ne sont pas alignés et justifier qu’ils définissent bien le plan P.

W Corrigé
Calculons les coordonnées de deux vecteurs issus de A :
1-0
AB=|0-0
1-0
1
AB =0
1
et
0—-0
AC=[1-0
1-0
0
AC=|1
1
Les vecteurs E et @ ne sont pas colinéaires : leurs premieres coordonnées valent respectivement 1 et 0, alors
que R n’est pas le vecteur nul.
Ainsi, les points A, B et C' ne sont pas alignés. Ils définissent donc bien un plan :
P =(ABC).

2. Déterminer une représentation paramétrique de la droite 2.
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gf Corrigé

—
La droite 2 passe par D(2 ; —1; 0) et admet pour vecteur directeur v (—1; 1; 2).
Un point M (z ; y; z) appartient donc & Z si et seulement §'il existe un réel ¢ tel que

—_— =
DM =tu .
On obtient :
r=2-—1
2:{y=—-1+t teR.
B = 2

3. Déterminer la position relative des droites 2 et 2’. Si elles sont sécantes, déterminer les coordonnées de leur point
d’intersection.
Rappel : déterminer la position relative signifie conclure précisément : droites confondues, strictement paralléles, sécantes
ou non coplanaires.

% Corrigé

Un vecteur directeur de 2 est

-1

%

u )
2

et un vecteur directeur de 2’ est

2

%

v
-1

Ces vecteurs ne sont pas colinéaires, donc les droites ne sont pas paralleles.
Cherchons si elles possedent un point commun. Il faut qu’il existe ¢, s € R tels que

2—t=-1+4+12s

—-1+t=-1+s
2W=3—s
soit
t+2s=3
t—s=0
2t + s = 3.

La deuxieme équation donne ¢t = s. En remplacant dans la premiere :

t+2t=3
3t=3

t=1

Donc

Il faut encore vérifier la troisieme équation :

204+s=2x1+1

Elle est vérifiée. Les droites sont donc sécantes.
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Avec t =1 dans 9 :

er=2-1=1,
yr=-1+1=0,
g =2x1=2,
I=(1;0;2)

Ainsi,

9NP ={I} avecI(l; 0; 2).

4. Déterminer la position relative de la droite & et du plan P, puis déterminer leur éventuel point d’intersection, sans
utiliser d’équation cartésienne de plan.

gf Corrigé
Pour tout réel ¢, un point M de Z a pour coordonnées

M@2—t; —1+t; 2t).

Comme A(0; 0; 0),ona

D’apres la caractérisation vectorielle du plan (ABC),

Me?P e 3I(\pu) €R?, AM = A\AB + uAC.

Or
| 0
AMB+uaC =20 +p|1
1 1

A
/\zﬁ—i—uﬁ: I

At p
Ainsi, il faut résoudre
A=2—1t
pw=-1+1
A+ =2t

En utilisant les deux premieres équations dans la troisieme :

2-t)+(-1+¢t)=2¢
1=2t

1

2

1 3 1
Pour t = 20 on obtient \ = 3 et = ——= : le systéeme est donc compatible.

Il existe un unique point commun ; la droite & est donc sécante au plan P.
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Ses coordonnées sont, :
1 3
BSA—===
J 2 9’
— 14 1
Yys = 9 - 2’
zg=2x==1,
3 1
J=(-; —231
2 2
Alinsi,
2n0P={J}.
| Parcours A — Consolider \ ‘ Parcours B — Approfondissement
Si l’exercice bilan n’est pas encore réussi, faire 1’exercice 31, Si I’exercice bilan est réussi, faire ’exercice 32, page 43.
page 40. Objectif : mobiliser les mémes compétences dans une situa-
Objectif : refaire un exercice trés proche avec d’autres va- tion moins guidée.
leurs.

[+] Consolidation Méme bilan, avec d’autres valeurs

Dans un repére de ’espace, on considére les points
A(1;050), B@2;0;1), C;1;1),

le point D(3 ; —1; 0) et le vecteur

_>
On note P = (ABC) et 2 la droite passant par D et dirigée par u . On considére également la droite 2’ définie par

r=—-143s
D {y=—-2+2s s €R.
z=4—2s

1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés et justifier qu’ils définissent bien le plan P.

gf Corrigé
2—-1
AB=|0-0
1-0
1
AB=|o
1
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et
1-1
ac=1-0
1-0
0
ac =1
1

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Ainsi A, B et C ne sont pas alignés et définissent bien le plan P = (ABC).

2. Déterminer une représentation paramétrique de la droite 2.

W( Corrigé

ﬁ
La droite 2 passe par D(3 ; —1 ; 0) et admet pour vecteur directeur v (—1; 1; 2). Ainsi :

r=3—1
D :y=—-1+t t € R.
%= U

3. Déterminer la position relative des droites & et 2’. Si elles sont sécantes, déterminer leur point d’intersection.

W' Corrigé

Les vecteurs directeurs

-1 3
— —
U 1 et v 2
2 —2

ne sont pas colinéaires; les droites ne sont donc pas paralleles.
Pour chercher un point commun, on résout

== =l apald t+3s=4
—14+t=-242s < (t—25=-1
2t =4 —2s t+s=2.
Les deux premieres équations donnent
t=2s—1,
(2s —1)+3s =4,
5s = 5,
s=1
puis
t=2x1-1
t=1

La troisieéme équation est vérifiée car 1 + 1 = 2.
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Les droites sont donc sécantes. Avec t =1 :

Ainsi,

TD 4 — Géométrie dans |'espace — Partie 1 (Corr.)

13[23—1:2,
yr=-1+1=0,
2’122,

I=(2;0;2)
9N ={I}.

4. Déterminer la position relative de la droite 2 et du plan P, puis leur éventuel point d’intersection, sans utiliser

d’équation cartésienne de plan.

www.math93.com / M. Duffaud

gf Corrigé
Pour tout réel ¢, un point M de Z a pour coordonnées
M3 —t; —14t; 2t).
Donc, puisque A(1; 0; 0),
B3-t)—-1
—
AM = -1+t
2t
2—t
—
AM = | -1+t
2t
Comme
1 0
ﬁ 0 et @ 11,
1 1
on a
A=2-—t
M e P« I\ p) € R?, p=—-14+t
A+ p=2t.
D’ou
2-t)+(-1+1t)=2¢
1=2t
1
t==
2
. . 3 1 . . . , 5
Le systeme est compatible pour A = 3 et u= 5 Il existe donc un unique point commun : & est sécante a P.
1
A == g
vec 3
1 5
=] 3 —_—_-= =
€ 2 27
1 1
= = e
Yg + 5 >
z] = 1,
5 1
J=|=-; —=;1
G0
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Ainsi,

20 = {J}.

[*] Approfondissement Synthése moins guidée
Dans un repére de l'espace, on considére le plan P = (ABC) avec

A(l; =15 0), B(3;0; 1), C;2;2),

et les droites

r=2+1 T = 2s
2:{y=-1—-t teR, 2 :{y=s sclk
z=—-5+2t z=0

1. Déterminer la position relative des droites 2 et 9’. La réponse doit étre entierement justifiée.

W( Corrigé

Les vecteurs directeurs sont

1 2
— —
u | —1 et v |1
2 0

Ils ne sont pas colinéaires, donc les droites ne sont pas paralléles.
Cherchons si elles sont sécantes :

241t=2s
=ll=t=8
—542t=0.
Les deux premieres équations donnent s = —1 — ¢, puis

24t =2(—1—1t)

24t=-2-2¢
3t =—-4
4
i
3
et
4
= —]_ — —_—
—-(55)
L
i
Vérifions la troisieme équation :
4
—5+2t=-5+2 ()
3
8
=_5— -
3

23
~5+2 =" #0

Le systeme n’a donc pas de solution : les droites ne sont pas sécantes.
Elles ne sont ni paralléles ni sécantes. Dans 1’espace, on conclut donc :

2 et 2’ sont non coplanaires.

2. Déterminer I'intersection de Z avec le plan P, sans utiliser d’équation cartésienne de plan.
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W Corrigé

Calculons d’abord deux vecteurs directeurs du plan :

3-1
AB=|0- (-1
1-0
2
AB= |1
1
et
0—1
AC = [2- (-1
20
-1
AC=| 3

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires.
Pour tout réel ¢, un point M de Z a pour coordonnées

M@2+4t; —1—t; —5+2t).

Donc
1+t
—
AM = —t
-5+ 2t

On cherche ¢, A, u tels que .
AM = AAB + pAC.

Cela donne
2A—p=1+t

A4+3u=-t
A+ 2u = —5+2t.
On vérifie que t =2, A =1 et u = —1 satisfont les trois équations :
2x1—(-1)=3=1+42
1+3(—1) = -2
142(-1)=-1=-54+2x2.

Le systeme possede donc une solution donnant un point commun. Pour ¢t = 2 :
xy=2+42=4,

yr=-1-2=-3,
2r=-5+2x2=—1,

I=(4;-3; -1)

Ainsi,

209 ={I}.

3. Déterminer l'intersection éventuelle de 2’ avec le plan P.
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W Corrigé

Pour tout réel s, un point N de 2’ a pour coordonnées

N(2s; s; 0)
Donc
2s —1
ﬁz s+1
0

On cherche s, A, i tels que

m:/\@—l—uﬁ.

On obtient
2\ —p=2s—-1
A4+3u=s+1
A+2u=0.
La troisieme équation donne A = —2u. En remplacant dans la deuxieme :
—2u+3p=s5+1
puis

A=-2(s+1)

On remplace dans la premiére équation :

2(—2s—-2)—(s+1)=2s—-1
—4s—4—-5—-1=2s—-1

—Hs—H=2s—-1
—7s=4
__4
=g

4
Yy ?7
ZJZOa
8 4
J=(—-—=; —=:0
T’ )
Ainsi,
7' NP = {J).
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Approfondissement — Hors programme

Les deux exercices suivants prolongent la caractérisation vectorielle d’un plan. La représentation paramétrigue d’un plan
n’est pas une capacité exigible au programme de Terminale spécialité.

[*] Approfondissement Construire une représentation paramétrique
d’un plan

— —
Dans un repere (O7 v, 9, k ) de l'espace, on considére le point

A(l; 25 -1)
et les deux vecteurs
2 0
— —
u | —1 et v 4 1.
3 -2
. . . 7’ % %
On note P le plan passant par le point A et dirigé par les vecteurs u et v

- =
1. Justifier que les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires.

gf Corrigé

- = - =
Si les vecteurs u et v étaient colinéaires, il existerait un réel k tel que u = kv . La premiére coordonnée donnerait
alors

2=Fkx0=0,
ce qui est impossible.
Ainsi,

% % . ’ .
u et v ne sont pas colinéaires.

2. Donner une représentation paramétrique du plan P.
@7 Corrigé

Un point M(x ; y; z) appartient au plan P si et seulement s’il existe deux réels ¢ et s tels que

— — —
AM =tu + sv .

Or
2 0 2t
- =
tu +sv =t|—-1|+s| 4 | =|—-t+4s
3 -2 3t — 2s
Comme A(1; 2; —1), on obtient donc
z=1+4+2¢
P:ly=2—-t+4s (t; s) e R
z=-143t—2s

3. Le point B(3; 5; 0) appartient-il au plan P?
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V Corrigé

Le point B(3 ; 5; 0) appartient au plan P §'il existe deux réels ¢ et s tels que

3=1+2t
5=2—-t+4s
0=-143t—2s

La premiere équation donne

Puis la deuxieéme donne

5=2—1+14s
5=1+4s
4s =4

s=1

Enfin,
—14+3x1-2x1=0.

Les trois équations sont donc vérifiées pour t = 1 et s = 1. Ainsi,

B e?.

4. Le point C(5; 0; 2) appartient-il au plan P?

gf Corrigé

Le point C'(5 ; 0 ; 2) appartiendrait au plan P §’il existait deux réels ¢ et s tels que

5=1+2t
0=2—-t+14s
2=—-143t—2s

La premiere équation donne

La deuxieme donne alors
=2-—-2+4s
0=4s
s=0

Mais, avec t =2 et s =0,
—14+3%x2—-2x0=5#2.

La troisieme équation n’est donc pas vérifiée. Par conséquent,
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[*] Approfondissement Plan défini par trois points

- =

%
Dans un repere (O7 v, 9, k ) de I’espace, on considere les points

A0 15 2),

B(2;0; 3),

1. Montrer que les points A, B et C' ne sont pas alignés.

V Corrigé

Calculons les vecteurs E et ﬁ :

Ainsi,

20
AB=0-1
3_9
2
A= -1
1
1-0
Aac=| 3-1
1-2
1
ac=| 2
-3

. . 1 s
nerait un coefficient —3 Ils ne sont donc pas colinéaires.

TD 4 — Géométrie dans |'espace — Partie 1 (Corr.)

C(1; 3;

A, B et C ne sont pas alignés.

2. En déduire une représentation paramétrique du plan (ABC).

gf Corrigé

On obtient alors

www.math93.com / M. Duffaud

m:tﬁ—&-sﬁ.

1),

(ABC) :

r=2t+s
y=1—1t+2s
z2=24+t—3s

(t; s) € R%

Le point D(5 ; 1; 1) appartient-il au plan (ABC)?

Si ces vecteurs étaient colinéaires, la premieére coordonnée donnerait un coefficient 2, tandis que la deuxieme don-

Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires et dirigent le plan (ABC). Un point M appartient donc & (ABC')
si et seulement s’il existe deux réels t et s tels que
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gf Corrigé

On cherche deux réels t et s tels que

5=2t+s
1=1—-t+2s
1=2+4+1%{—3s

Prenons t =2 et s = 1. Alors
2x24+1=5, 1-242x1=1,

Les trois équations sont vérifiées. Par conséquent,

D e (ABC).

4. Le point E(1; 5; 6) appartient-il au plan (ABC)?

W Corrigé

On cherche deux réels t et s tels que

1=2t+s
5=1—t+2s
6=2+t—3s

Les deux premieres équations donnent
2W+s=1
—t+2s=4

—t+2(1—2t)=4

TD 4 — Géométrie dans |'espace — Partie 1 (Corr.)

24+2-3x1=1

La premieére équation donne s = 1 — 2t. En remplacant dans la deuxiéme :

—t+2—-4t=4
-5t =2
2
t=—=
5
Puis
2
=1-2(—=
o=1-2(=3)
4
=N -
+5
o
5

Avec ces valeurs, le membre de droite de la troisieme équation vaut

19
Or 5 # 6. La troisiéme équation n’est donc pas vérifiée.

Ainsi,

E ¢ (ABO).
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2
2+t—%:2—g—3x—
_ 02
5 5 5
19
24t—3s=——
+s5

9
)
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«+ FinduTD 9=
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