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Organisation du recueil

Ce recueil accompagne le chapitre sur la démonstration par récurrence. Les exercices sont
classés par compétences.




Terminale Spécialité Mathématiques TD 1 — Démonstration par récurrence (Corr.)

Comprendre le principe de récurrence

['] Bilan Une inégalité simple

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 1 :

2™ > n.

Aide

Pour I’hérédité, on pourra utiliser que si p > 1, alors 2p > p + 1.

7 | Corrigé rédigé
1. Démonstration par récurrence. Notons, pour tout entier naturel n > 1, la propriété
o Initialisation
Pour n=1,0n a :
La propriété P(1) est donc vraie.

o Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, P(n) soit vérifiée et montrons qu’alors elle est vraie au rang n + 1.

f Remarque
On admet que : Et on cherche a montrer que :
o 2" >=n;
on>1. ot > 41 & prouver

On applique 'hypothéese de récurrence :
2" > n.

Comme 2 > 0, on obtient :
2" >n = 2x2" > 2n

= 2"l > 9p.

Orn > 1, donc 2n > n+ 1. Ainsi :
2"t > 9n > n+ 1.

On a donc montré 2"+! > n + 1. La propriété est héréditaire.

¢ Conclusion

récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 1.

[yn>1, 2">n

On a montré que la propriété est vraie au rang 1 et qu’elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de

Parcours A — Consolider \ ( Parcours B — Approfondissement
Si I’exercice bilan n’est pas encore réussi, faire I’exercice 2, Si I'exercice bilan est réussi, faire ’exercice 3, page 3.
page 3. Objectif : mobiliser les mémes compétences dans une situa-
Objectif : refaire un exercice trés proche avec d’autres va- tion moins quidée.
leurs.
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 1 — Démonstration par récurrence (Corr.)

[+] Consolidation Compléter une rédaction type

Ol’l considére la suite (Un) déﬁnle par :
=2 et = n
Uy = Upt1 = .
0 ntl Unp + 1

On souhaite démontrer que, pour tout entier naturel n :

Uy > 1.

1. Ecrire clairement la propriété P(n).
2. Rédiger l'initialisation.
3. Rédiger I'hérédité en commencant par :

Soit n un entier naturel fixé. Supposons que P(n) soit vraie.
4. Conclure.

W( Corrigé rédigé

1. La propriété est :

P(n): wu,>1
2. Rédaction complete. Notons, pour tout entier naturel n > 0, la propriété
P(n) : u, > 1.

o Initialisation
Pour n =0, up =2 > 1. Donc P(0) est vraie.
o Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, P(n) soit vérifiée et montrons qu’alors elle est vraie au rang n + 1.

f Remarque
On admet que : Et on cherche a montrer que :
° Up > 1; A prouver
Uy + 6
o U = o
n+1 u, i 1
On calcule :
Uy + 6
U =1 = =1
n+1 U, +1
5
Cup+ 17

Or u, > 1, donc u, +1 > 0. Ainsi u, 11 — 1 > 0, c’est-a-dire u, 11 > 1.

e Conclusion
On a montré que la propriété est vraie au rang 0 et qu’elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de

récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 0.

|\meN, un>1.|

[*] Approfondissement Récurrence ou preuve directe ?

On souhaite montrer que, pour tout entier naturel non nul n :

n
2 3
g k* < n°.
k=1
1. Démontrer cette inégalité par récurrence.
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 1 — Démonstration par récurrence (Corr.)

2. Donner ensuite une preuve directe, sans récurrence.

3. Comparer les deux méthodes : laquelle est la plus efficace ici?

ﬁ Corrigé rédigé

1. Preuve par récurrence. Notons, pour tout entier naturel n > 1, la propriété :
n
P(n) : Zkz <nd.
k=1

¢ Initialisation
Pour n=1:

Donc P(1) est vraie.
o Hérédité
Supposons que pour n > 1 fixé, P(n) soit vraie.

f Remarque
On admet que : Et on cherche & montrer que :
n
o k? < nd; n+1
kb=l Z B < (n+1)3 a prouver
on>=1. k=1
Alors :
n+1 n
SR =D K+ (n+1)
k=1 k=1
<nd 4+ (n+1)?
Or :

n+1P -+ n+1)?) =n*+3n*+3n+1-n>—n>—2n-1
=2n?+n
=n(2n+1) > 0.

n+1
Donc n® + (n+1)2 < (n+1)3, puis Y k% < (n+ 1)3. L’hérédité est prouvée.
k=1

e Conclusion
On a montré que la propriété est vraie au rang 1 et qu’elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de

récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 1.

2. Preuve directe. Pour tout k € [1; n], on a k < n, donc k2 < n? car la fonction carrée est strictement croissante

n n
Z k% < Z n2.
k=1 k=1

Or dans la somme de droite, la variable k varie de 1 & n mais n’intervient pas dans I’expression sommée, donc cela
2,

sur Ry. Ainsi :

revient a ajouter n fois le terme n

n
E n2:n2+n2+--~+n2:nxn2:n3.
k=1
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Donc

ZkQ < nd.

k=1

n

3. La preuve directe est ici la plus efficace : elle exploite seulement la majoration terme & terme k2 < n2.
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TD 1 — Démonstration par récurrence (Corr.)

Rédiger une récurrence complete sur les suites

Suite définie par une fonction
On consideére la suite (u,) définie par :

Uy = 2 et

1. Montrer que, pour tout réel x > 0 :
(z —/2)?

1 2
—(w—i—— —V2=
T 2x

2

2. En déduire que, pour tout entier naturel n, u, > v/2.

3. Montrer que la suite (uy,) est décroissante.
g/’ Corrigé rédigé
1. Pour tout z > 0:

T

N =

2 1
<x+>—\/§—z+ V2
a8 2
22 4+2 -2V
- D

= VP
2z [

2. On démontre par récurrence que u,, > V2.
o Initialisation
up =2 > V2.
o Hérédité
Supposons que pour n fixé, u, > /2.

f Remarque

On admet que :

1 2
Un+1:§ Un+u— .

o Up = \/ia u
n+1

>2

1 2
° Unt1 =5 Un'*‘u* 0

Comme u,, > v/2 > 0, on applique la question 1 avec z = u,, :

(un - \/5)2

PATIN

Donc uy41 > V2.
¢ Conclusion

récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 0.

Vn € N, unZ\/i.

3. Pour tout n :

1 2
Un+1 — Un = 5 Up + ui — Up
n
2
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Unp1 — V2 = " >0.

Et on cherche & montrer que :

a prouver

On a montré que la propriété est vraie au rang 0 et qu’elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 1 — Démonstration par récurrence (Corr.)

Comme u, > \/§, on a 2—ui < 0 et 2u, > 0. Donc up41 — upy < 0.

(uy) est décroissante.

['] Bilan Terme général d’une suite récurrente
Soit (vy,) la suite définie pour tout entier naturel n par :
v =3 et Up41 = Up +2n + 2.
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :
vy =n(n+1)+3.

2. Retrouver ce résultat sans récurrence, en sommant les accroissements vg41 — Ug.
W Corrigé rédigé

1. Notons P(n): v, =n(n+1)+ 3.
o Initialisation
Pour n=0,v9 =3¢t 0(0+1)+3=3.
o Hérédité
Supposons que pour n fixé, v, =n(n+ 1) + 3.

f Remarque

On admet que : Et on cherche a montrer que :

o v, =n(n+1)+3;

0 Upg1 = Up + 20+ 2. Upte1 = (m+1)(n+2)+3 & prouver

Alors :

Unt+1 = Up +2n 42
=nn+1)+3+2n+2

n®+3n+5

=(n+1)(n+2)+ 3.

e Conclusion
On a montré que la propriété est vraie au rang 0 et qu’elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de
récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 0.

VneN, wv,=n(n+1)+3.

2. Sans récurrence :

n—1

U =g + Z('UkJrl — vg)
k=0

n—1

=3+ (2k+2)

k=0

n
=3+2) j
j=1

=3+n(n+1).

v, =n(n+1)+3.
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 1 — Démonstration par récurrence (Corr.)

| Parcours A — Consolider | ‘ Parcours B — Approfondissement ‘
Si I’exercice bilan n’est pas encore réussi, faire 1’exercice 6, Si I’exercice bilan est réussi, faire 'exercice 7, page 8.
page 8. Objectif : mobiliser les mémes compétences dans une situa-
Objectif : refaire un exercice trés proche avec d’autres va- tion moins guidée.
leurs.

[+] Consolidation Conjecture puis preuve
Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par :

ug =0 et Up+1 = 2Un + 1.
Calculer ug, w1, ug, uz et uy.

La suite semble-t-elle arithmétique ? géométrique ?

Emettre une conjecture sur I’expression de u, en fonction de n.

- N

Démontrer cette conjecture par récurrence.
W( Corrigé rédigé

1. On obtient :

Ug = O, Uy = 1, Ug = 37 us = 7, Uy = 15.

2. Les différences et les quotients ne sont pas constants : la suite ne semble ni arithmétique, ni géométrique.

3. On conjecture :

vneN, wu,=2"-1.

4. On démontre la conjecture par récurrence.

o Initialisation
ug=0=2%—1.
o Hérédité
Supposons que pour n fixé, u, = 2" — 1.

f Remarque
On admet que : Et on cherche a montrer que :
o U, =2" —1;
o Upt1 = 2Up + 1. Upy1 = ontl _1 a prouver

Up4+1 = 2un +1
=2(2"-1)+1
=ontl _1.

e Conclusion
On a montré que la propriété est vraie au rang 0 et qu’elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de

récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 0.

|VneN7 un:2”—1.|

[*] Approfondissement Conjecturer un encadrement puis démontrer

On consideére la suite (u,,) définie par :

ug =6 et Un+1 = VUp + 2.
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 1 — Démonstration par récurrence (Corr.)

1. Calculer les trois premiers termes et conjecturer un encadrement de tu,,.
2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2 < u, < 6.

3. Etudier la monotonie de (uy,).
ﬁgf Corrigé rédigé

1. On calcule :

up = 6, u = V8 =2V2, us = \/2 4 2V/2.

On conjecture 2 < u, < 6.
2. Notons P(n) : 2 < u, < 6.
o Initialisation
ug = 6, donc 2 < ug < 6.
o Hérédité
Supposons que 2 < u,, < 6.

f Remarque
On admet que : Et on cherche a montrer que :
°© 2 < up < 63
o Upt1 = Uy + 2. 2< Upt1 <6 a prouver

Alors 4 < u,, + 2 < 8. Par croissance de la racine carrée :
2 < Vun +2< V8.

Comme /8 < 6,on a2 < up+1 < 6.

e Conclusion
On a montré que la propriété est vraie au rang 0 et qu’elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de
récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 0.

[neN, 2<u, <6

3. Pourxze[2; 6]:

Vri+2<a < x+2<2?
— (z—-2)(x+1)>=0.

Cette inégalité est vraie sur [2 ; 6]. Donc w,11 < Up,.

(un) est décroissante.

Sommes classiques et démonstrations

Sommes classiques : les indispensables
Ces résultats sont a connaitre.
1. Démontrer, par la méthode de votre choix, que pour tout entier n > 1 :

. 1
Zk:1+2+...+n:@.

k=1
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 1 — Démonstration par récurrence (Corr.)

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier n > 1 :

ik2:12+22+.“+n2:n(n+1)(2n—|—1)
6
k=1

3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier n > 1 :

n

Zk3:13+23+m+n3:”2("+1)2
—
k=1

W Corrigé rédigé

1. Par la méthode de Gauss, si S,, =1+ 2+ ---+n, alors :
28, =(n+1)+(n+1)+---+(n+1)=n(n+1).

Donc :
2
k=1
2. Posons C,, = >;_; k? et montrons par récurrence que :
C, = n(n+1)(2n + 1).
6
e Initialisation 1x2%3
Pournzl,Clzlet%zl.
o Hérédité
Supposons la formule vraie au rang n > 1.
f Remarque
On admet que : Et on cherche a montrer que :
o nn+1)(2n+1)
0 | Crnt1 = (n+1){n+2)@2n+3) a prouver
o Cps1=Cyp+ (n+1)2 Bl = 6 P

Cn-‘,—l = Cn + (n + 1)2
~_n(n+1)(2n+1) N

(n+1)2

_ (n+1)(n@2n+1)+6(n+1))
6
_ (n+1)(2n* +7Tn +6)
6
_ (n+1)(n+2)(2n +3)
6

o Conclusion

On a montré que la propriété est vraie au rang 1 et qu’elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de
récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 1.

= +1)(2n+1)
a1, YoR=0 .
k=1 6

3. Posons T}, = Y __, k*. On démontre de méme :

Vn>1
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En effet, I'initialisation est immédiate et :

Tpi1=Tp+ (n+1)3
2 2
+1
— % 4 (n 4 1)3
(n+1)2(n? + 4n + 4)
4
(n+ 120 + 2)?
1 .

Dérivées successives et récurrence

Dérivées successives et récurrence

On consideére la fonction f définie sur R par :
f(x) = ze®.
Pour tout entier naturel n, on note f(™ la dérivée n-itme de f, avec la convention f(® = f.
1. Calculer f'(x), f"(x) et f©®)(x).
2. Conjecturer une expression de (™) (z).

3. Démontrer cette conjecture par récurrence.
W( Corrigé rédigé

1. On calcule :

fl(x) =e® +xe” = (z+ 1)e”,
f'(z) =€ + (z +1)e” = (z + 2)e”,
f(?’)(x) =e"+ (z+2)e° = (x+ 3)e”

2. On conjecture :

vneN, fM(z)=(z+n)e

3. On démontre cette formule par récurrence sur n. Notons, pour tout entier naturel n, la propriété :
P(n) : f™(z) = (x+n)e.
o Initialisation
Pour n =0, on a f(O(2) = f(x) = ze® = (x + 0)e®. Donc P(0) est vraie.
o Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, P(n) soit vraie.

f Remarque
On admet que : Et on cherche a montrer que :
o flntl) = (f(M)), FOY() = (x4 n + 1)e” a prouver
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Terminale Spécialité Mathématiques

Alors, pour tout réel x :

Donc P(n + 1) est vraie.

e Conclusion

£ ()

= (™) @)
= (e +m)ey

="+ (x+n)e”
=(x+n+1)e".

TD 1 — Démonstration par récurrence (Corr.)

On a montré que la propriété est vraie au rang 0 et qu’elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de
récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 0.

vneN, VreR, f™(z)=(z+n)e".

Tableur et conjecture

Tableur, factorielle et récurrence

On souhaite déterminer les valeurs de n € N* pour lesquelles :

On utilise le tableau suivant.

2" < nl < n".

n| 2" | n! n" Test
11 2 Faux
2| 4 2 4 Faux
3| 8 6 27 | Faux
4116 | 24 256 Vrai
5|32 | 120 | 3125 | Vrai

1. Quelles formules peuvent étre entrées dans les cellules de la ligne n = 2 pour calculer 2" et n™, puis glissées vers le

bas?

2. Quelle formule peut étre entrée pour calculer les factorielles sans utiliser la fonction FACT du tableur ?

3. Conjecturer a partir de quel entier n on semble avoir 2" < n! < n™.

4. Démontrer cette conjecture.

gf Corrigé rédigé

Donc, a la ligne suivante :

et

1. Pour calculer 2" et n™, on peut utiliser des formules du type :

]

2. Pour la factorielle, si la colonne C' contient n!, on peut utiliser la relation :

(n+ )= (n+1)nl

Clignc suivante — Alignc suivante X Clignc précédente-

3. D’apres le tableau, on conjecture :

Vn >

4,

2" <n!l<n"

4. On démontre les deux inégalités.

www.math93.com / M. Duffaud
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D’abord, on démontre par récurrence que, pour tout entier n > 4 :
2™ < nl.

Notons pour tout entier naturel n > 4 la propriété

o Initialisation
Pour n =4, on a:

Ainsi 2¢ < 4!, donc P(4) est vraie.
o Hérédité

Supposons que pour n entier fixé, P(n) soit vérifiée et montrons qu’alors elle est vraie au rang n + 1.

f Remarque

On admet que : Et on cherche a montrer que :

o 2" < n!l;

on >4 2"t < (n +1)! a prouver

On applique 'hypothése de récurrence :
2" < nl.

Commen >4,onan+12>5,donc2<n+1. Ainsi:

2" <nl =2 x2" < 2n!
= 2"l L opl
= 2"t < (n+1)n!
= 2"t < (n+ 1)L

On a donc montré 2" < (n + 1)!. La propriété est héréditaire.
 Conclusion

On a montré que la propriété est vraie au rang 4 et qu’elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de
récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 4.

Vn >4, 2" <nl

Ensuite, pour tout entier n > 1 :

On obtient donc :

Theme VI Questions de bac : récurrence et suites

[BAC] D’apres Bac 2025 Encadrement d’une suite

Source bac : D’aprés Bac 2025 Métropole J1. Annales Math93 2025.

On consideére la suite (u,,) définie par :
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1. Montrer que, pour tout réel z € [0 ; 1], on a :

3x + 2
S or+4

~

2. En déduire par récurrence que, pour tout entier naturel n :

0<u, <1.
W( Corrigé rédigé

1. Soit x € [0; 1]. Comme x +4 >0et 3z +2 >0, on a:

En appliquant la question 1 avec x = u,,, on obtient :

o Conclusion

récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 0.

0<Un+1 g 1.

|VneN7 O<Un<1.|

[BAC] D’apres Bac 2025 Suite auxiliaire

Source bac : D’aprés Bac 2025 Amérique du Nord J2B, exercice 4. Annales Math93 2025.

On considére une suite (u,,) telle que :

1
Un+42 = Un+1 — Zun
On pose :
1
Wp = Up41 — iun

1
On admet que ug =0 et uy = 3

www.math93.com / M. Duffaud
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3z + 2
> 0.
z+4 =
De plus :
3z + 2
+ <1l << 3z+2<z+14
x+4
< 2r <2
<— <1
Donc :
3x 4+ 2
0< <1
X z+ 4 S
2. On applique une récurrence.
e Initialisation
ug = 1, donc 0 < ug < 1.
o Hérédité
Supposons que pour n fixé, 0 < u, < 1.
f Remarque
On admet que : Et on cherche a montrer que :
o 0 < uy < 1; 0< U1 <1 & prouver
3u, + 2
o U =S
n+1 U, +4

On a montré que la propriété est vraie au rang 0 et qu’elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de
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1. Montrer que (w,) est géométrique et exprimer w,, en fonction de n.

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :
1 n
W( Corrigé rédigé

1. Pour tout n € N :

1
Wn++1 = Un+2 — §un+1
1 1
= Up+1 — Zun - Eun—i-l
1 1
= ZUnp — ~Unp
2 "y
1 1
= 5 Un+1 — iun
1
= —Wy.
2

1 1
Donc (w,,) est géométrique de raison o Comme wyg = =, on a :

1 n+1
Wy = | = .
3)

1 n
2. On démontre par récurrence que u, = n (2) .

o Initialisation

1 0
UOZOZO(2> o

o Hérédité

1 n+1
)

° Up4l = Wn + —Unp.

2

1 n
Supposons que pour n fixé, u,, =n (2) .
f Remarque
On admet que : Et on cherche & montrer que :
— 1 " . 1 n+1
°Un =05 ) Upy1 = (n+1) (2) a prouver

Up+1 = Wp + —u,
1 n+1 N 1 y 1 n
=] = = n —
2 2 2
( N 1) 1 n+1
=N — .
2
o Conclusion

On a montré que la propriété est vraie au rang 0 et qu’elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de
récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 0.

1 n
A N o = | .
nelN, wu n(2>

www.math93.com / M. Duffaud page 15/21



Terminale Spécialité Mathématiques TD 1 — Démonstration par récurrence (Corr.)

neoa B Questions de bac accessibles dés le chapitre 1

[BAC] D’apres Bac 2026 Fonction, variations et récurrence

Source bac : D’apres Bac 2026 Asie-Pacifique J2, exercice 1.

3
On consideére la fonction f définie sur I'intervalle ] —005 5 [ par :
T —2
On définit la suite (u,) par :
Up — 2 .
ug =0 et Unt1 = fluy) = pour tout entier naturel n.
2u, — 3

1. Etudier les variations de la fonction f sur I'intervalle

V Corrigé
, 3
Pour tout réel z < g ona:
. TEy)
f@)=5—5
. .. 3
La fonction f est dérivable sur | —oo ; 2| et :
() I1x(2e—-3)—(r—2)x2
(2z — 3)?
_2r—-3-2z+4
(2x — 3)2
B 1
- (2z—3)2°
, 3
Or, pour tout réel x < 3 2
(22 —3)2>0
Donc :
fl(@)>0
Ainsi, la fonction f est strictement croissante sur :
=3
—00; =|.
2
2. En déduire que pour tout z € [0; 1], on a :
fx)el0; 1]
W Corrigé
On a :
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D’apres la question précédente, la fonction f est croissante sur } —00 ;

N | Lo

[, donc elle est croissante sur [0 ; 1].

Ainsi, pour tout z € [0 ; 1] :

Or:
Donc, pour tout z € [0 ; 1] :

En particulier :

3. En utilisant la fonction f, démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

0<“n<“n+1<1~

W Corrigé

On remarque que, pour tout entier naturel n :
Upt1 = f(un).
On définit, pour tout entier naturel n, la propriété :
Pn): 0<uy < upsq < 1.

o Initialisation.

Ona:
ug =0
De plus :
ur = flu) = f(0) = 3.
Donc :

O0<uy <up <1.
Ainsi, P(0) est vraie.
o Hérédité.
Supposons que pour n entier fixé, P(n) soit vérifiée et montrons qu’alors elle est aussi vraie au rang n + 1.

On suppose donc :
0<”n<“n+l <1

D’apres la question 1 la fonction f est croissante sur [0 ; 1].
Ainsi :

Un < Up+1 = f(un) < f(un+1)~
Donc :

Un+1 < Un+-2-

De plus, comme u, 1 € [0 ; 1], la partie A donne :
f(unt1) €105 1].

Donc :
Up42 € [0 ) 1]

On obtient finalement :
0 < Un+1 g Un+2 g 1

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

www.math93.com / M. Duffaud page 17/21



Terminale Spécialité Mathématiques

o Conclusion.

TD 1 — Démonstration par récurrence (Corr.)

La propriété P(0) est vraie et elle est héréditaire.

Donc, par récurrence, pour tout entier naturel n :

0<”n<”n+1<1

4. Calculer les premiers termes, conjecturer une expression de u,, en fonction de n, puis démontrer cette conjecture par

récurrence.

@{ Corrigé

Les premiers termes sont :

UOZO,

o Initialisation Pour n =0 :

La propriété P(0) est vraie.

o Hérédité Soit n un entier naturel fixé.

Alors :

La propriété P(n + 1) est vraie.
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On conjecture que, pour tout entier naturel n :

2 4 6
U1—3, U2—5, U3—7.
2

Pn): wu,= r
2n+1
2x0
_0_
2% 0+1 4o

Supposons que P(n) soit vraie, c’est-a-~dire :

2n
n+1

Up =

Up — 2
2u, — 3
2n

n+1
2
2 X "

1 o
—2n —2
—2n—3
2(n+1)
2n+1)+1°

Un+1 =

e Conclusion La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire. D’aprées le principe de récurrence :

_2n
T oan+ 17

VneN, u,
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Now We Can Talk : en route vers le supérieur

Récurrence forte * K
On définit une suite (F,,) par :
F(J:Oa F1:1, Fn+2:Fn+1+Fn~

Démontrer par récurrence forte que, pour tout entier naturel n > 1 :

F, <2 b
W Corrigé rédigé

1. On utilise une récurrence forte.

¢ Initialisation
Pourn=1,F, =1=2. Porn=2, [, =1<2=2"%

o Hérédité forte
Supposons que, pour un entier n > 2 fixé, on ait Fj, < 2¥~! pour tout k € [1; n]. Alors :
Fn+1 =+,

< 2’!L71 4 2n72
~
—i3Pa2i a2
<4x2n?
= %0,

o Conclusion

La propriété est vraie aux rangs 1 et 2 et elle est héréditaire au sens fort. Donc, d’apres le principe de récurrence
forte, elle est vraie pour tout entier n > 1.

Vn>1, F,<2" !

Une récurrence plus fine * % K

Démontrer que, pour tout entier naturel n > 5 :
2" > nl.

Puis discuter pourquoi 'initialisation ne peut pas étre faite au rang 1 pour cette propriété.
W Corrigé rédigé
2

1. Montrons par récurrence que, pour tout n > 5, 2" > n-°.
o Initialisation
25 =32 > 25 =52
o Hérédité
Supposons que pour n > 5 fixé, 2" > n2.

f Remarque
On admet que : Et on cherche a montrer que :
o M 2 TL2 2
n+1 2 N
on>=bh. 2 > (n+1) a prouver
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ontl — 9 % 2" > 2p2.
Or:

20> —(n+1)2=n?-2n-1
=nn-2)-1
Z>5x3—-1>0.
Donc 2n? > (n + 1)2, puis 2" > (n +1)2.

o Conclusion

On a montré que la propriété est vraie au rang 5 et qu’elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de
récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 5.

2. On ne peut pas initialiser au rang 1 pour une propriété vraie pour tout n > 5, car elle est fausse au rang 3 :

23 =8 <9=3%

Nombre de diagonales d’un polygone convexe *

Pour un polygone convexe, c’est-a-dire un polygone dont tous les angles sont inférieurs a 180 degrés, on souhaite compter
le nombre de diagonales, c’est-a-dire le nombre de segments joignant deux sommets non consécutifs de ce polygone.
1. Déterminer le nombre de diagonales d’un triangle, d’un quadrilatére et d’un pentagone convexe.

2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. On consideére la proposition P,, suivante :

n(n—3
« Un polygone convexe a n cotés possede % diagonales. »

Que peut-on vérifier d’apres la question 17?7

3. On suppose qu'’il existe un entier naturel k£ > 3 pour lequel Py, est vraie. On considére P un polygone convexe a k + 1
sommets et on note A I'un de ses sommets.

3. a. Combien de diagonales comporte le polygone P’ composé des k + 1 sommets sauf A? Donc P’ posseéde k sommets.
3. b. Combien y a-t-il de diagonales de P partant du point A7

3. ¢. En remarquant qu’un des cotés de P’ est une diagonale de P, montrer que P11 est vraie et conclure.

g/’ Corrigé rédigé

1. Un triangle ne possede aucune diagonale. Un quadrilatere convexe possede 2 diagonales et un pentagone convexe
possede 5 diagonales.

2. Pour n = 3, la formule donne :

5 = 0.
Pour n = 4, elle donne :
404 —
(4-3) _q
2
Pour n = 5, elle donne :
5(5—3)
— =15.
2

Les trois valeurs sont cohérentes avec les résultats de la question 1.
3. On suppose que Py est vraie pour un entier k > 3.
3. a. Le polygone P’ possede k sommets. D’apres 'hypothése de récurrence, il possede donc :
k(k—3)
2

diagonales.

www.math93.com / M. Duffaud page 20/21



Terminale Spécialité Mathématiques

diagonales issues de A.

Or :

Donc Py est vraie.

convexe a n cOtés possede :

diagonales, pour tout entier n > 3.
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Ainsi, il y a :

k—2

Lk;g)ﬂk— )+1=7k(k2_3)+k—1
kK —3k+2k-2
2
K2k -2
2
_(k+1)(k—-2)
2

(h+1)((k+1)=3) _ (h+1)(k—2)

2 2

n(n —3)
2

« FinduTD 9o

TD 1 — Démonstration par récurrence (Corr.)

3. b. Depuis le sommet A, on peut relier A aux k autres sommets. Deux de ces segments sont des c6tés du polygone
P, donc ne sont pas des diagonales.

3. c. En passant de P’ & P, on ajoute les k — 2 diagonales issues de A. De plus, un c6té de P’ devient une diagonale
de P. Le nombre total de diagonales de P est donc :

La propriété est vraie pour n = 3 et elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe de récurrence, tout polygone
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