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Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

Limites usuelles, asymptotes et formes indéterminées

— Rappel — asymptotes N

e Si lim f(x)=+o0 ou lim+ f(x) = £o0, alors la droite d’équation est une asymptote verticale a la

Tr—a

courbe de f.
e Si wgr}_loo f(z) =£ou 1:21900 f(x) = ¢, alors la droite d’équation est une asymptote horizontale a la
courbe de f.
N J

Lire des asymptotes dans un tableau de variations

On donne le tableau de variations d’une fonction f définie sur R\ {5}. Déterminer les équations des asymptotes.

T —00 -2 5 +00
3 400 10
Variations
de
!
0 —00

W( Corrigé

D’apres le tableau :

Jm, f@ =3 Jm f@=to Jm f@)=-eo,  lm fl@)=10

Ainsi, la courbe de f admet :

e une asymptote horizontale d’équation en —oo;
e une asymptote verticale d’équation ;
o une asymptote horizontale d’équation en +o00.

Calculer des limites classiques et déterminer les asymptotes

Dans cet exercice, on précisera les éventuelles asymptotes aux courbes représentatives.

1. Soit f définie sur R\ {5} par

Etudier les limites de f en 5 & gauche et & droite, en 4+00 et en —oo.

ﬁgf Corrigé

Au voisinage de 5, le numérateur tend vers 1 > 0.
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

lim (6—z)=1>0

x—5

. — = lim T) = —00
lim (33 - 5) =0 par quotient | z—5 f( )
xw?g, <5

lim (6—x)=1>0

lim (17 - 5) =0t par quotient ml—>H}’> =T
Donc est une asymptote verticale.
Pour z # 0 :
6
14+ =
flz) =
5
1-2
78
Ainsi, aussi bien en +00 qu’en —co :
6
hrf -1+ —) =-1
T—r 100 T g
| =-1
lim 1— § -1 par i?tient w—y:iloo f(x)
r—+oo €T o

Donc est une asymptote horizontale en 400 et en —oo.

2. Soit g définie sur R\ {1} par

1
2
g(z) == x+x—l'

Etudier les limites de g en 1 & gauche et a droite, en +00 et en —oo.

@7 Corrigé
On a lim (2 — ) =0.
x—1
. _ . 1
lim (z—1)=0 = lim = —00.
rx—1 par inverse z—1 x — 1
r<l1 r<l1
Donc :
lim r) = —00|
z—1 g( )
<1
De méme : |
lim (z—-1)=0" = lim = +o0,
Tz—1 par inverse z—1 x — 1
r>1 z>1
d’ou
lim g(z) = +oo|
rz—1
x>1

Ainsi, est une asymptote verticale.
Pour les limites a 'infini :

Alors :

lim 2% =400
r—+o0

1 = lim (22 —z) = +o0.
lim (]_ = ) =1>0 par produit x— %00

T—+oo xT

Par ailleurs,
. 1
lim =0
r—t+oo 1 —1
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

Donc :

lim g(z) =400 et lim  g(z) = +oo|

r—-+00 T——00

Il n’y a pas d’asymptote horizontale.

3. Soit h définie sur R \ {1} par
2z +1

Etudier les limites de h en 1 & gauche et & droite, en 400 et en —oo.

h(z) =

W Corrigé

Au voisinage de 1 :

lim 2¢+1)=3>0 et lim (z—1)>=0".

rz—1 z—1
Le numérateur tend vers 3 > 0 et le dénominateur vers 0 par valeurs strictement positives, a gauche comme a droite.
Le théoreme sur les limites d’un quotient donne donc :

lim h(z) = +oo et lim h(z) =+oo|

rz—1 rz—1
<1 z>1
La droite est donc une asymptote verticale.
Pour = # 0 :
1
T (2 + > 2+ l
x
h(z) = =
1

En +oo:
1
lim (2 + ) =K
T—r+o0 ag

2
. 1 par quotient | z—+o00
Im z(1——-—) =+
T

r—+0o0

En —oo, le dénominateur tend vers —oo, donc de méme :

lim  h(z) =0}

T—>—00

La droite est une asymptote horizontale en +o0o et en —oo.

4. Soit k définie sur R\ {1 ; 2} par
k(z) z—2
)= ———".
22 —3x+2
Etudier les limites de k en 1 & gauche et & droite, en +0o et en —oo.

W Corrigé

On factorise le dénominateur :
22 -3z4+2=(z—1)(z—2).

Ainsi, pour tout z € Dy, :
TEy) 1
k(x) = = .
@)= GDe—9 ~2-1

On en déduit :

lim (z—-1)=0" = lim k(x) = —o0|,
rz—1 par inverse | z—1
<l <l
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

lim (z—-1)=0" = lim k(x) =+o0|

r—1 par inverse | x—1
r>1 z>1
Donc est une asymptote verticale.
Enfin :
lim (z—-1)=400 = lim k(x)=0|
xr—+o0 par inverse | x—=+o0

La droite est une asymptote horizontale en 400 et en —oo.
Remarque : en x = 2, expression initiale n’est pas définie mais, apres simplification,

lim E(x)=1.

r—2

Il ne s’agit donc pas d’une asymptote verticale en 2.
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Terminale Spécialité Mathématiques

- s ., 0 -
Lever une forme indéterminée g par factorisation

'
\

T Méthode

TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

Quand une fraction rationnelle conduit & la forme indéterminée 0 en a, on cherche a factoriser le numérateur et le

dénominateur par (z — a), puis on simplifie avant de reprendre le calcul de la limite.

1. Soit f définie sur D¢ par

1. a. Déterminer Dy, I'ensemble de définition de f.
g{ Corrigé
Le dénominateur s’annule lorsque

22 —3x+2=0.
Or :

Ainsi :

Dy =R\ {1; 2}.

1. b. Etudier la limite de f en 1.

N

¥ Aide
Factoriser 22 — 3z + 2 puis simplifier I’expression de f.

W( Corrigé

Avec l'expression initiale :
lim (z—1)=0

rx—1
lim (22 -3z +2)=0
r—1
. . ., 0
on obtient la forme indéterminée o
Pour tout x € Dy :
r—1
f@) == D)(z—2)
B 1
)
D’ou :
lim (@) = —— = -1
a1 T T T T T

22 —3z+2=(z—1)(z—2).

1. c. Etudier les limites de f aux autres bornes de son ensemble de définition.

@f Corrigé

Pour tout x € Dy :
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Terminale Spécialité Mathématiques

Ainsi :

lim (z—-2)=400 =
Tr— 400

lim f(z)=0

par inverse | T—+00

lim (z—-2)=-00 =

T—r—00

lim f(z)=0}

par inverse | T——o0

Donc est une asymptote horizontale aux deux infinis.
Au voisinage de 2 :

lim (z—2)=0 = lim
T—2 par inverse | t—2
<2 <2
lim (z—-2)=0" = |lim
T—2 par inverse | x—2
z>2 >2

Donc est une asymptote verticale.

2. Soit g définie sur Dy par

2. a. Déterminer D, I’ensemble de définition de g.

W Corrigé
On factorise le dénominateur :

Il s’annule pour = = 3 et x = 5. Ainsi :

D, =R\ {3; 5}.

2. b. Etudier la limite de ¢ en 3.

a Aide

@{ Corrigé

On factorise :
et

Ainsi, pour tout € Dy :

2 — 8z + 15 = (z — 3)(z — 5).

22— Tr+12=(z - 3)(z — 4)

2 -8z +15= (z — 3)(z — 5).

_(z—=3)(xz—4)
9(z) = (x —3)(x —5)
_z—4
T z-5
Donc :
fy 50~ 55—

2. c¢. Etudier les limites de g aux autres bornes de son ensemble de définition.
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Factoriser le numérateur et le dénominateur puis simplifier ’expression de g.

TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

Avec I'expression initiale, le numérateur et le dénominateur tendent vers 0 : on obtient la forme indéterminée o
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

gf Corrigé

Pour tout x € Dy :

z—4
(@) = —.
Pour = #0 :
1=
g9(x) = —%.
12
T
Ainsi :
4
lim 1-=)=1
T—r=00 T .
= lim =1l
lim 1— § = q| par quotient | z—4o0 g( )
z—+oo T

La droite est une asymptote horizontale aux deux infinis.
Au voisinage de 5, le numérateur tend vers 1 > 0 :

lim (x—4)=1>0

T—5 li ( )

3 = — 1m Tr)=—0
lim ($ - 5) =0 par quotient | z—5 g ’
T—5 <5
r<b

lim (z—4)=1>0

. _ = im g(z) =+o0|
lim ($ - 5) =0 par quotient | —5 g
r—5 z>5

r>5

Donc est une asymptote verticale.

.. ., 0 i
Lever une forme indéterminée 0 en transformant I’expression

¥ Méthode

On cherche une transformation adaptée : factorisation remarquable, identité algébrique ou quantité conjuguée. L’ob-

jectif est de faire apparaitre puis de simplifier le facteur responsable de la forme 0

1. 1. a. Montrer que, pour tout réel z # 1,

xt—1

l+z+22+2°= .
r—1

W Corrigé

On développe :

(z—1DA+z+22+2)=c+22+234+2* — L +z+2%+2%)

=gzt - 1.
Pour = # 1, on peut diviser par x — 1 :

4
g = 1l

l+z+z?+23= .
z—1

1. b. Déterminer
|
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

W Corrigé

0
L’expression conduit a la forme indéterminée 0

Or :
zt—1=(2-1)1+z+2*+2°

et
22 -3z+2=(z—1)(z—2).

Pour z #1let x#2:

-1 _1+x+x2+x3
22—3x+2 z—2 '
Par conséquent :
_ zt—1 I1+1+1+1
lim =
=1 22 —3x 42 1-2
= —4
2. Déterminer
-2
lm T2V

z—4 x—4

W( Corrigé

. . . . 0
L’expression conduit & la forme indéterminée o

v 2/F = VE(VE - 2)

On écrit :

et

r—4=(VT-2)(VE+2).
Ainsi, pour z #4 et x >0 :
- 2E _ EE-2)
=4 (e-2)(Va+2)
_ W
VT 42

Donc :

z-2/ 2 1

lim = = o
z—4  x—4 2+2 2
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

Reconnaitre un nombre dérivé

N

¥ Méthode

Lorsque z tend vers a et qu'une expression contient f(z) — f(a) et  — a, penser au taux d’accroissement :

f’(a) — lim f(fE) — f(CL)

Tr—a a8 — (0}

Soit f et g deux fonctions dérivables sur R, et soit a un réel. On suppose que g¢'(a) # 0.

1. Déterminer

i (@) —af(@)
T—a Tr—a

¥ Aide

Poser h(z) = xf(a) — af(x) et calculer h(a).
i??/ Corrigé

Posons

Alors :

Par conséquent :

T—a T —a
Comme h est dérivable en a :
lim MO MO
z—a T—a
Or:
W(z) = f(a) —af'(z),
donc
W(a) = f(a) —af'(a)
Ainsi :
_ zf(a) —af(x) /
i 2@ 0 g

2. Déterminer

ﬁ Corrigé

Domaine de définition au voisinage de a. La fonction g est dérivable en a et ¢’(a) # 0. Par définition du
nombre dérivé :
9(x) —g(a)

lim =———2 =g¢'(a) #0.

Tr—ra r—a

11 existe donc 6 > 0 tel que, pour 0 < |z — a| < 4,

o@) —gla)

r—a

Comme z # a, il en résulte g(z) — g(a) # 0 : le quotient étudié est bien défini au voisinage épointé de a.
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Terminale Spécialité Mathématiques

TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

Calcul de la limite. Pour 0 < |z — a| < §, on peut écrire :

f(z) = f(a)

T—a
D’apres la dérivabilité de f et de g en a :

T—a T —a

T—a Tr—a

Le dénominateur admet une limite réelle non nulle. Le théoréeme sur la limite d'un quotient donne donc

i [@ =@ _ '@

ewa g(z) —gla) g¢'(a)’

Lever une indétermination avec la quantité conjuguée

Y Méthode

Lorsqu’une expression contient une racine carrée et conduit a une forme indéterminée, penser a multiplier par la
quantité conjuguée afin de faire apparaitre une identité remarquable.

1. Soit f définie sur R par

flx)=z+ Va2 +5.
1. a. Déterminer la limite de f en +o0.

V Corrigé
On a:
lim z=+oc0
T——+00 — lim f(x) = 400|
lim 2 +5 =400 par somme | z—+o00
r—+00

1. b. Montrer que, pour tout réel x,

22 +5—a
W( Corrigé

On multiplie par la quantité conjuguée :

= (£C+\/$2+5) (\/302—1—5—30)
2 +5—1
z% 45— 2
2 +5—=x
5
VIZ+5—z

1. c. Déterminer la limite de f en —oc.
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

gf Corrigé

On utilise I'expression obtenue précédemment :

Quand z — —o00 :

lim (2®+5) = +oo =  lim 22 4+ 5 = +o0.
T——00 par composition £——o00
De plus, lim (—z) = 4o00. Par somme :
T——00
lim ( m2+5—x):+oo.
T—>—00
Ainsi :
lim f(z)=0.
T——00

2. Soit f définie sur ]0 ; +oo[ par

h =
Fny = =
Démontrer que
1
li h)=-.
hi%h F(h) 4

W Corrigé

Avec l'expression initiale, on obtient la forme indéterminée o

On multiplie par la quantité conjuguée :

= YITR=2 VIF 2
N h VAT h+2
_ 4+h-—14

h(VA+h+2)
1

T Vith+2

Ainsi :

1 1
li =_—_ =
A =575 =1
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

Traiter une valeur absolue

N

¥ Méthode
Pour calculer une limite contenant |z|, distinguer les zones o x est positif ou négatif :
|z =2 siz >0, |x| = —2 siz <0.

Soit f définie sur son ensemble de définition par

3z 4 |z
J(@) = Tr—5|z|
Déterminer :
Lo lim o f(2); 2. lim _ f(z); 3. lim  f(z); 4. lim  f(z); 5. lim f(x).
g{ Corrigé
Pour > 0, on a |z| = z. Ainsi :
v+
f@) = Tr — 5z
_ o
22
Donc :
li =7 t li =2|.
Jim - f(z) e lim - f(2)
Pour z < 0, on a |z| = —z. Ainsi :
3z —x
fz) = Tr + 5z
=
T 12z
_!
G
Donc :
im  f@)=g| e |lm f@)=;
im x) == e im x)=—|
z——00 6 z—0- 6
Comme .
li =—#2=1i
tm f)=g#2= lm fo)
la fonction f n’admet pas de limite en O :
alclg%) f(x) n’existe pas.
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

Composition, comparaison et encadrement

Utiliser une composition de limites

Rappel — fonction exponentielle

lim eX =0 et lim eX =400l
X ——o0 X —+o0

Déterminer la limite en +oo de z — 372 en utilisant une composition.

Ju

W Corrigé

On pose X = 3z + 2.

lim (Bz+4+2) =+

w_)'+oo X — hm 63z+2 =] +oo L
lim e = 400 par composition | t—40c0
X —+oco

2. Calculer de la méme fagon les limites en +oco des fonctions suivantes :

2.a. x+— e?* 1,

gf Corrigé
lim (2z—-1)=+o0
x—>‘+oo X — lim 62171 = 400
lim e’ = 400 par composition | z—+o0
X =400
5
2. b. xr — 5— ]
e r—3
W' Corrigé
On écrit : -
—5z+3
65173 Se .
Puis :

z—+oo = lim e °*t3 =0.

lim @ 2 0 par composition z—+o00
X——o0
Par produit par 5 :
. 5
lim —— =0/
z—+oo 573
2.c. wr— e L
gf Corrigé
lim (—4z—-1)=-00
T o = lim e % 1=0]|
lim € =0 par composition | x—-+o00
X——o0
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

Utiliser un théoréme de comparaison

¥ Méthode

Pour montrer qu'une fonction tend vers 400, on peut la minorer par une fonction qui tend vers +oo. Pour montrer
qu’elle tend vers —oo, on peut la majorer par une fonction qui tend vers —oo.

1. Retrouver par comparaison la limite en +o0o de x — €3%12,

W Corrigé

Rappel du théoréme de comparaison. Si u(z) < v(z) pour tout z suffisamment grand et si lilf u(x) = 400,
r—r+00

alors lim w(z) = +oo.
r—+o0
Vérification des hypotheses.
e Pour tout x > 0, on a 3x + 2 > z. Comme 'exponentielle est strictement croissante sur R :

eSm+2 > ex.

e Par la limite usuelle de la fonction exponentielle :

lim e% = +occ.
T——+00

Application. D’apres le théoreme de comparaison :

lim e3t2 = 4+0|.
r—400

2. Déterminer la limite en +o0o des fonctions suivantes par comparaison.

2.a. f(z)=vVa2+1

V Corrigé

Pour tout x > 0 :
22 +1 2x2.

La fonction racine carrée étant croissante sur R :

Va2 +1l> Va2 =z

Or lim 2 = +o0. Donc :
T——+00

lim 22 4+1=400]|
T—400

2. b. g(z) =%+ 10z + 3.

W( Corrigé

Pour tout z > 0 :
x5+10m+3>x5.

Or :
lim 2° = +0.
r—+oo

Par comparaison :

lim (2% + 10z + 3) = +oo |

r—+o0
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Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

Utiliser le théoreme des gendarmes

Soit f définie sur RY par

1. Montrer que, pour tout z € RY,

W Corrigé

1
Pour z > 0, on a — > 0, donc :
x

Par ailleurs :

Ainsi :

2. En déduire un encadrement de f(x).

ﬁgf Corrigé

Tous les termes étant positifs, on peut appliquer la fonction racine carrée, croissante sur R :
1 1
I<y/I+-<1+-.
x x

1
1< flx) <1+ =,
xT

Donc :

3. En déduire la limite de f en +oo.

W Corrigé

Rappel du théoréme des gendarmes. Si, au voisinage de +o0, trois fonctions u, f et v vérifient u(z) < f(z) <
v(z) et si u et v ont une méme limite réelle £ en 400, alors f admet également la limite ¢ en +oo.
Vérification des hypotheses.

e Les trois fonctions sont définies au voisinage de +oo : ici, pour tout = > 0.

e Pour tout x > 0, la question précédente a établi :

e Les deux fonctions qui encadrent f ont la méme limite :

lim 1=1

r—+o0

1
lim (1 + ) = Il
T—+00 x
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Terminale Spécialité Mathématiques

Application. Toutes les hypothéses du théoreme des gendarmes sont vérifiées. Ainsi :

lim f(z) =1.

r—+o0

Comparer avec la partie entiéere

TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

—~ Rappel — partie entiére

Pour tout réel z :

Ainsi :
z—1<|z|] <z
N J
On note E(z) = |z].
1. Comparer les fonctions f et g définies par
fle)=z et g(z)=E(x)
W Corrigé
Par définition de la partie entiere :
E(z) <z < E(x)+ 1
La seconde inégalité donne :
z—1< E(x).
Ainsi, pour tout réel z :
z—1< E(z) <z
2. En déduire les limites de g en +00 puis en —oo.
@f Corrigé
En +o00:
z—1< E(x) et lim (z—1)=+o0.
r—r+00
Par comparaison :
lim E(z)=+oo|.
T—r+00
En —:
E(z)<z et lim z=-occ.
r——00
Par comparaison :
lim E(z)= -]
T——00
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Terminale Spécialité Mathématiques

TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

Fonction exponentielle et croissances comparées

,—(Propriété 1 (Limites liées a la fonction exponentielle )]

o Limites usuelles.
lim e% =400
r—r+00

lim e*=0
rT—r—00

e« Conséquence du nombre
dérivé en 0.

A savoir redémontrer.

. e’ —1
lim
x—0 x

=1

¢ Croissances comparées.

Pour tout entier naturel n :

@
lim — =400
rz—+oo "

lim z"e*=0
T—>—00

Combiner composition et croissance comparée

On ne peut utiliser que les limites du rappel ci-dessus.

Soit g la fonction définie sur R* par

1. Déterminer la limite de g en —co.

W( Corrigé
On a :
De plus :

Par quotient :

2. 2. a. Vérifier que, pour tout réel x # 0,

W Corrigé

Pour tout = # 0 :

Donc :

par composition z——o0

lim z=—cc.
r——00
2x
lim ¢ = (1),
T——00 €T
2x
e
=2
g(z) 7
2x 2x
e e
2 = = g(z
= — =9()
2x
e
9(z) = 2—

2. b. En déduire la limite de g en +o00 en utilisant une composition.

(gf Corrigé

On pose X = 2z. Alors :

www.math93.com / M. Duffaud

r—+o0

e
— =+
X —+o00

2r = 400

e lim

par composition x—+o00

2r = —00 — lim e =0.

= +o00.
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Terminale Spécialité Mathématiques

eQz

2x

Comme g(z) =2

lim g(z) = +oo.

T—+00

3. Sur le méme modele, déterminer les limites en —oo et en +0o des fonctions suivantes :

e4w
3. a. x) =
fa) =
W, Corrigé
En —oc0 :
lim 4z = -0 — lim e* =0,
I—>—00 par composition ——o0
et lim 5z = —o0. Donc :
r—r—00
lim f(z)=0.
r——00
En +o00, on écrit :
4 e49c
)= -
Ainsi :
lim 4z =+ Az
T—+00 . ($]
eX =  lim = +o00.
lim - =400 par composition z—-+oo 4
X—400 X
4
Comme 3 >0:
S, Ul =
—5x
e
3. b. )= ;
9(z) = —
% Corrigé
En +oo0:
lim (—b5z) =—o0 = lim e 5" =0
T—r+00 par composition z— 400
1
De plus, lim — = 0. Par produit :
r—+o0o I
En —oo, on écrit :
e —5x
x)=—
g9(z) —
On effectue le changement de variable X = —5z. On a :
Jlim | (~52) = +oo R
eX =  lim
hIIl - =400 par composition £——o00 —bx
X—+o0
Comme —5 < 0, la multiplication par cette constante négative donne :
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e
3 h(z) =
e h) ="
@f Corrigé
Pour x # 0 :
e®
h(z) =a =

On effectue le changement de variable X = 2. D’aprés les limites usuelles et les croissances comparées :

2

lim z° =400 22
T—Fo0 . &
X =  lim 5~ = +oo.
lim — =400 par composition z—+oc0 I
X—+4+oo
Donc :
lim  h(z) =400 et lim  h(z) = —o0|
r— 400 T——00
eav2-i-1
3.d. k(x)=
(0) =
W' Corrigé
On utilise :
e®Hl = ¢ %
Ainsi : )
efl,'
k(z)=-e
(£)=e S
Comme e > 0 et d’apres la question précédente :
lim  k(xz) =400 et lim  k(z) = —oc0|
r—+o0 T——00

Utiliser directement les croissances comparées

Déterminer les limites en +o0o et en —oo des fonctions suivantes :
f(w):xzez"_x_la g(w):e—a:+$ -, h(x):m

1. Etudier les limites de f.

W Corrigé
En 400 :
lim 2% =400
vt - lim 2%e® = +oo0.
lim e% =400 par produit z—+o0
T—400

De plus,  — 1 — +00. Donc :

lim  f(z) = +o0.

T—r+o0
En —oo, on effectue le changement de variable X = —x. On écrit :
X2
?e” = X?e X = .
e X

www.math93.com / M. Duffaud page 20/36



Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

D’apres les croissances comparées :

lim (—z) =400
T——00 - > %
X2 = lim 2%e® =0}

lim =0 par composition | z——o0
X —4o00 eX

Or x —1— —o0. Ainsi :

lim f(z) = —oc.

Tr——00

2. Etudier les limites de g.

W Corrigé
En +oo:
lim e *=0

r—+o0

et "
22—z =22 <1> — +o00.
T
Donc :
En —o0:
lim (—z) =40 = lim e™% =+o0.
T—>—00 par composition £——o00
Par ailleurs, lim (2? —z) = +o0. Ainsi :
T—+00
lim g(x) = +oo.
T——00

3. FEtudier les limites de h.

@f Corrigé

En 400, comme e® > 0, on divise le numérateur et le dénominateur par e® :

10
[
h(z) = erOO
]_ _
e.fC

pour tout z appartenant au domaine de définition de h. D’apres les croissances comparées :

10 100
lim - =0 et lim — = 0.
z—+oo e’ z—+oo e’
Donc :
lim hA(z) =1.
r—r+o0
En —oo, on divise par 2! :
xr
e 1
100 90
e
100
Or:
v 1
li — =0 et lim — =
z——oo 100 z——oco 90
Ainsi :
lim  h(z) =0.
T——00
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Transformer avant d’utiliser une croissance comparée

Déterminer les limites en +o0o et en —oo des fonctions

1—-3e®+ e e?(z— e ?)
= t =
Ja) = e ) =
1. Etudier les limites de f.
i?y( Corrigé
En —oo:
lim e*=0 et lim e%* =0.

Par quotient :

lim  f(z) = % =l

r—>—00

En +o0, on divise numérateur et dénominateur par e® :

e -3+ e”
fla) = =
Or :
lim (e ™® -3+ €% =400
T—r+00
et
lim (1+e ) =1>0.
r—+o0
Donc :
lim f(z) =400
r——+00

2. Etudier les limites de g.

{/ Corrigé

On simplifie d’abord le numérateur :
e” (x — e_””) =zxze” —1.

En —oo, on effectue le changement de variable X = —x. On écrit :

_ X
re®=—Xe X =_""_,
%

Par croissance comparée et composition :

—| lim ze®=0]|
X—+o00o €

Ainsi, le numérateur tend vers —1. De plus :

lim (I1—xz4 e®)=+o0.

r—r—00

Donc :

lim g(z)=0.

r—>—00

En +o0, on divise numérateur et dénominateur par e® :
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D’apres les croissances comparées :

lim ze * =0,
r——+o0

et e % — 0. Ainsi :
lim (e ™ —ze ™ *4+1)=1>0.

T—+00

Donc :

lim g(z) = +oo.

Tr—r+00

Avec un paramétre : discuter selon les valeurs de &

Soit k un réel et f la fonction définie sur R\ {k} par

e —kx

fla) = 17—

1. Etudier, selon les valeurs de k, les limites de f en +o00 et en —oo.

W Corrigé

Limite en +oc.

e Sik>0.0na

lim (—kz)=—-00
vt = lim e F*=0t.
lim € =0 par composition z— 400
X——00
De plus, lim (k —z) = —oo. Par quotient,
r—+o0
R, fE) =0
. 1
e Sik=0.Pourz#0, f(xr) = ——. Donc
73
IR, JE) =0
e Si k < 0. Posons a =—k > 0. Pour  # —a,
e 1
f(x)__a+w__a 7B
e(lCE ea:r

La premiere expression présente une forme indéterminée i% lorsque x — +o0.

— Puisque a > 0, lim e“ = +o00, donc
T—+00

. a
lim — =0
r—+oo eaT

— Application des croissances comparées. On effectue le changement de variable X = az. Comme

a>0,ona:
X =ax
lim X =40 . ar
r—~+00 + —— hm = 0
par composition z—+4oco e 9T
lim — =0

X =400 eX

Or, pour tout réel z,
z 1 ax

eax - a eaw'

1
Comme — est une constante strictement positive, par produit :
a

. T
lim =0
r—+oco eaT
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T

a
Par somme, —— + — 0T : pour z > 0, les deux termes sont strictement positifs. Par quotient,
e

ea;v

lim f(z) = —oc0.

r—r—+00
Limite en —oo.
o Sik>0.Comme lim (—kz)= o0,
T——00
lim e % = o0, lim (k—2z) = +4oc.
T——00 T—>—00

Il s’agit donc d’une forme indéterminée. Pour x # k, écrivons

fl@) = ———p

—z
e —kz + e —kx
— Par quotient, puisque k est constant et e ~*¥ — 400,
k

lim = =0
r——o0 e RT

— Application des croissances comparées. On effectue le changement de variable X = —kz. Puisque
k>0 et que z — —o0, on a :

X =—kx
lim X =+4o0 . —kx
T——00 + — lim ~hr =0.
X par composition z——oc0 e ~FT
lim — =

Or, pour tout réel z,
-z 1 —kz
e —kx E e —kx*

1
Comme T est une constante strictement positive, par produit :

lim — =0
T——oc0 e RT

Par somme, le dénominateur de la derniére expression de f(x) tend vers 0T : pour & < 0, ses deux termes sont
strictement positifs puisque k£ > 0. Par quotient,

lim  f(z) = +oo.

T—>—00

1
e Sik=0.Pourz#£0, f(z) = = donc

e Sik<0.0na
lim (—kx)=—o0
e = lim e " =0"T.
hm e = 0 par composition z——o0
X——o0
De plus, lim (k — )= 4o0. Par quotient,
Tr— —0o0
AT, S =0
Bilan.
0 sik>0,
li =
m f(z) {—oo si k<0,
ik
() = 400 ST > 0,
T——00 0 si k <0.
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2. Etudier les limites de f en k™ et en kt.

(?’7( Corrigé

« A droite de k. Lorsque

www.math93.com / M. Duffaud

lim
rz—k
lim
rz—k
<k

lim e”

z—k

kx

La fonction exponentielle est continue sur R. Par composition,

2
e >0.

« A gauche de k. Lorsque  — k=, on a k — z — 0T. Ainsi,

—

par quotient

— kT, onak—ax— 0. Ainsi,

lim
rz—k
lim
rz—k
x>k

—

par quotient

TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

lim
<k

lim
rz—k
z>k

flz) = —00.

Par conséquent, pour tout k£ € R, la droite d’équation est une asymptote verticale a la courbe de f.
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Extraits du Bac

[BAC] D’apres Bac 2020 Polynésie — fonction exponentielle et crois-
sance comparée

Source bac : Bac S 2020 — Polynésie — 2 septembre 2020.

On considere la fonction f définie sur R par
2
flx)=ae 1L
- =
On note C; sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O7 v, ) )

1. 1. a. Montrer que, pour tout réel z # 0,

1,2

e
gf Corrigé

Pour tout réel x # 0 :

=Ie e

B T

=e 0

_ G x?

N ; e?

Ainsi :
e z?
f(z) = — x —5 pour z # 0.

x e’

1. b. En déduire la limite de f(x) lorsque x tend vers +oc.

gf Corrigé
On utilise I’écriture précédente :
22
f(l’) =—X 2
T et
D’une part :
lim — =0
r—+o0o I
D’autre part, on pose X = z2. Alors :
lim 2=+ 5
T—+00 q &€
X — lim 7 =0
lim =0 par composition | z—+o00 %
X —+oo eX
Ainsi :
. e
hI_P — =0
T—r+00 95 .
2 = lim f(z)=0]|
lim =0 par produit | z—-+o0
z—+o0 g%’
La droite d’équation
y=0
est donc une asymptote horizontale a €y en +oc.

www.math93.com / M. Duffaud page 26/36



Terminale Spécialité Mathématiques TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

2. Pour tout réel x, on considere les points M et N de la courbe €y d’abscisses respectives = et —x.

2. a. Montrer que le point O est le milieu du segment [MN].
gf Corrigé

Les coordonnées des points M et N sont :

M(m; f(:z:)) et N(—(I}; f(—a?))

Or :
f(=z) = (~a)e "
_ _xefwerl
= —f(a).

Le milieu du segment [M N] a donc pour coordonnées :

<m+;—$) . f(@) +2f<‘“7)> =(0;0).

Ainsi :

O est le milieu du segment [MN].

2. b. Que peut-on en déduire pour la courbe Cs?
% Corrigé

Pour tout réel x, les points de la courbe d’abscisses x et —x sont symétriques par rapport a I’origine.
On en déduit que :

C¢ admet le point O comme centre de symétrie.

3. Etudier les variations de la fonction f sur Pintervalle [0 ; 4-oco[.

@f Corrigé
La fonction f est dérivable sur R et :
Flla)=1x e =t 43 x (—2z)e = !
=(1- 21‘2) e ™% HL,
Pour tout réel z :
e~%H 50,
Ainsi, f'(z) est du signe de 1 — 222,
Sur [0 ; 4o0f :
1
1-222 =0 < $2:§
1 2
gL _Y2
V2 2
Donc :
2
f'(z) >0 siO<x<§
2
f(x)=0 sing
2
f(x) <0 six>g
De plus :
f(0) =0,
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et

Enfin, d’apres la question 1 :

Ainsi, f est croissante sur

puis décroissante sur

Le signe de f’ et les valeurs calculées donnent le tableau de variations :

a5 0 @ —+00
2
Signe de f'(z) + 0 -
e
Variations 9
de f / \
0 0

Son maximum sur [0 ; 4oof est :

[BAC] D’aprés Bac 2018 Nouvelle-Calédonie — exponentielle, encadre-
ment et variations

Source bac : Bac S 2018 — Nouvelle-Calédonie — février 2018.

Partie A — Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie et dérivable sur R par
g(x) = —22% + 22 — 1.

1. 1. a. Etudier les variations de la fonction g.

gf Corrigé

La fonction g est dérivable sur R et :

g (z) = —622 + 2z
= 2z(1 — 3x).

Les deux facteurs s’annulent pour :
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On étudie le signe de ¢’ :

e siz <0, alors 2z <0et 1—3z >0, donc ¢'(z) <0;

1
e si0<z< 3’ les deux facteurs sont positifs, donc ¢'(z) > 0;

1
. Six>§,alors2ﬂc>0etl—3x<0, donc ¢'(z) < 0.

Ainsi, g est décroissante sur ] — oo ; 0], croissante sur [0 ; 1], puis décroissante sur [ ; 4ool.
On calcule :

9(0) = ~1

1 11
) ox o1
g(3> Ty
> 3
- 212
27 T a7

1
=_——_1
27

26
27"

et

Pour compléter le tableau, on utilise le terme dominant du polynéme :

lim (—2z%) = +oo

T—r—0o0

. _9.3) — _

Ainsi, par la propriété de la limite d'un polynéme en l'infini, les deux limites de g sont celles de —2x3.

1
T —00 0 = +00
3
Signe de ¢'(z) - 0 + 0 =
+00 26
Variations de g \ / 27 \
—1 —00
1. b. Déterminer les limites de la fonction g en —oo et en +oc.
W Corrigé
On factorise par le terme dominant 23 :
1 1
3
= ) DR
g(z) =z < + x3>
En 400 :
lim 2% =400
T——+00 X
1 1 — lim g(z) = —o0|
lim 24+ -——=]1=-2<0 par produit | z—-+o0
T—r—+00 ( X ;[3)
En —oc0:
lim 2°%=-c0
r—r—00
1 1 = lim g(x) =+o0|
lim <_2 I = — ) =-92<0 par produit | z——0o0
T——00 X Ig

2. On admet que 'équation g(z) = 0 admet une unique solution dans R, notée a, et que @ € [—1 ; 0]. En déduire le signe
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de g sur R.

i?’?( Corrigé

On sait que :

9(0) =

Partie B — Etude de la fonction principale

lim g(x) =+

Tr—r—00

g(x) >
g(a)
glx) <0 siz>a.

0 siz<a,
0,

Soit f la fonction définie et dérivable sur IR par

En effet, les deux extrema locaux calculés précédemment sont négatifs :

1
-1<0 et g(3>:_

donc g reste négative apres avoir franchi son unique zéro «.

TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

26
27

<0,

fl@)=(1+z+2%+2°) e 2t

On note f’ la fonction dérivée de f sur R.

1. Démontrer que

V Corrigé

On factorise le polynoéme par z3 :

Lorsque x — —o0 :

T—>—00

r—>—00

lim e
T——00

—2z+1

2. 2. a. Démontrer que, pour tout x > 1,
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:+Oo

par composition £——o00

Le facteur exponentiel est strictement positif. Ainsi :

lim (1+x+x2+$3)=—oo

=
par produit

1<z<a?<a’

lim 2z°=-
Tr— — 00
et
1 1 1
lim —+—=+—-+1)=1>0.
z——oco \z3 22 1z
Donc :
lim (1+x+x2—|—x3):—oo.
r——00
Par ailleurs :
lim (—2zx+4+1) =400 — lim

e 2 — 4o,

et que g est décroissante sur | — oo ; 0]. De plus, ’équation g(x) = 0 admet une unique solution a € [—1 ; 0]. Ainsi :
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gf Corrigé

Soit > 1. Comme z > 0, on peut multiplier une inégalité par x sans changer son sens.

A partirde 1 < z :
r <z

Puis, & partir de 2 < 22 :
z? < z3.

Ainsi :

|1<x<x2<x3.

2. b. En déduire que, pour x > 1,
0 < f(r) < 4ade 2011,

W( Corrigé

Pour z > 1, d’apres la question précédente :

0<1<a®, 0<z<a3, 0<2? <23

En additionnant :
0<1l4z+a?+a23 < 42>

Or :
e "2l 5 .

On peut donc multiplier ’encadrement par ce nombre positif :

0< (1 + 2+ a? +m3) e 2oL g3 e 2AL

Ainsi :

0 < f(x) < 4ade 27T,

2. c. On admet que, pour tout entier naturel n,

lim z2"e *=0.

r—+00
Vérifier que, pour tout réel z,
_ € _
41336 2z+1 — _(2x)3e 2x
2 9
puis montrer que
lim 4z?e 2+l =,
r——+00

V Corrigé
On a:
e e
—(2z)3e 7% = 7 X 83 e 2
=4egde™”
= 4g3 e ~20H1,
Ainsi :
Ay e —20+1 _ 3(2;5)3 o2
2
On effectue le changement de variable X = 2x. D’apres la croissance comparée admise avec n = 3 :
lim X3%e X =0.
X —+4o00
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Donc :
lim 2z =+oc0
T s x = lim (2z)%e %% = 0.
lim X°e =0 par composition z—+o0
X —+o0

e
En multipliant par la constante 3¢

lim 4a?e 27Tl = .
x—+00

2. d. Déterminer la limite de f en +oco et en donner une interprétation graphique.

@f Corrigé

Pour tout z > 1 :
0< f(r) < dade 2711,

Or :

lim 0=0 et lim 4z3e 22Tl = 0.
Tr—+00 Tr—+o0

D’apres le théoreme des gendarmes :

lim f(z)=0.

r—+oco °

Ainsi, la droite d’équation
y=0

est une asymptote horizontale a la courbe C¢ en +o0.

3. Démontrer que, pour tout réel x,
fl(@) = (—22° +2® — 1) e >+

W( Corrigé
Posons :
u(z) =1+z+2° 423 et v(z) = e 2=,
Alors :
o (z) =1+ 2z + 322
et

v(z) = —2e 2L,

Par la formule du produit :

v (2)v(z) + u(z)v'(z)
1_|_ 233 + 3x2)e72x+1 o 2(1 +x+x2 +x3)e72x+1

f'(=)

(1420 +30% - 2 - 20 — 227 — 2%) o 7201

(72333 +22 - 1) e 2ol

Ainsi :

4. A Taide des résultats de la partie A, déterminer les variations de f sur R.

@, Corrigé

Pour tout réel x :
—2x+1
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Donc f'(z) est du signe de g(z).
D’apres la partie A :

g(z) >0 siz<a,
g9(@) =0,
glx) <0 siz>a.

Ainsi :
f(x)>0 siz<a,
f(@) =0,
flx)y <0 siz>a.

Par conséquent :

f est croissante sur | — co ; «] puis décroissante sur [« ; +o0l.

En utilisant les limites précédentes :

lim f(z) = -0 et lim f(z)=0.

T——00 r—+o0

La fonction f admet donc un maximum en z = «.
Le tableau de variations complet est donc :

48 —00 « +o0

Signe de f/(x) + 0 —

/
Variations
de f

—00 0

Le maximum de f sur R est f(«).

[BAC] D’aprés Bac 2026 Métropole J2 — croissance comparée et étude
d’une fonction

Source bac : Bac Terminale Spécialité Mathématiques 2026 — Métropole, La Réunion, Mayotte — sujet 2, exercice 4. Questions 1 et 2 de la
partie consacrée a l'étude de la fonction.

Dans le cadre de la construction d’un logo, on consideére la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par
flz) = (22 —1)e 2713,

1. 1. a. Vérifier que, pour tout réel = € [0 ; +oo,

gf Corrigé

Pour tout réel x > 0 :

fl@) = (20 — 1) o207
_ (QT _ 1) e27(2:571)
=2z —1)e’e —(22-1)

9 2z-—-1

=€ e?x—l'
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Ainsi :

9 2z-—1
X ——-
e“r—

1. b. En déduire la limite de f en +o00. On pourra poser X = 2z — 1.

W Corrigé
Posons
X =2x—1.

Lorsque x tend vers +oo :
X=2x—1— +o0.

D’apres les croissances comparées :

X
lim £ 400
X—4o00 X ’
donc, par passage a l'inverse :
. X
lim — =0.
X—+oo eX
Ainsi :
lim (2z-1)=+4oc0
T—>+00 2
— lim
lim =0 par composition z—-+o0
X =400 eX
Comme e? est une constante :
lim x) = 0.
T——+00 f( )

La droite d’équation

est donc une asymptote horizontale a la courbe représentative de f en +oo.

2. 2. a. Montrer que, pour tout réel z € [0 ; +o0],

f'(x) = (—4x +4)e 213,

W Corrigé
On pose
u(z) =2z —1 et v(z) = e 2*H3,
Alors :
o (r) =2
et, par dérivation d’une fonction composée :
v (z) = —2e 723,

Comme f = uv, pour tout réel =z > 0 :
f'(@) = v'(z)v(@) + u(@)' ()
=2e 2" 4 (20 — 1)(—2) e 2@*3
=(2—4x+2) e~ 23

O

2. b. Construire le tableau complet des variations de la fonction f sur [0 ; +oo[.

www.math93.com / M. Duffaud

20— 1
e2s—1 0.

TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

page 34/36



Terminale Spécialité Mathématiques

gf Corrigé

Pour tout réel x > 0 :

Or :

Donc :

On calcule :

e atteint en x = 1.

Ainsi, f/(z) est du signe de —4x + 4.

D’apres la question précédente :

e 2%t3 5 (.

—4r4+4=0 <= =1
flz)>0 si0<x<l,

flx) <0 sixz>1.

lim  f(z)=0.

r—+00

TD 6 — Limites de fonctions (Corr.)

Ainsi, f est strictement croissante sur [0 ; 1], puis strictement décroissante sur [1 ; +oo[, avec un maximum égal &

Signe de f’(x)

Variations

de f

[BAC] D’apres Bac 2025 Amérique du Nord J1 — une partie presque

complete

Source bac : Bac Terminale Spécialité Mathématiques 2025 — Amérique du Nord — sujet 1, exercice 4, partie C. La derniére question sur les

primitives et les aires n’est pas reprise ici.

On considere la fonction f définie sur R par

1. Démontrer que

On admet par ailleurs que

W( Corrigé

Pour tout réel z # 0 :

Ona:
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fl@)=(z*+3z+2) e ™.

lim  f(z)=0.

T—r+0o0

lim f(z) = 4o0.

T—r—00

fl@)=(z*+3z+2) e "

3 2
= z° <1+—|—2> e ”
r T

& 2
= (1++2) z2e 7.
r

2
lim <1—|—3+2>:1.
T—+00 a8 a5
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D’autre part, d’apres les croissances comparées :

lim z%e ®=0.

T—+00
Ainsi :
3 2
lim (1 + -+ —2> =1
lim 2z%e ®=0 par produit | z— o0

T—>+00

2. On admet que la fonction f est dérivable sur R et on note f’ sa fonction dérivée.

2. a. Vérifier que, pour tout réel z,
fl@)= (-2 —z+1) e "

W( Corrigé
On pose
Alors :

Par produit :

fl(x)=2r+3)e ™ — (2> + 3z +2)e™ "
=(2z+3-2"-3z—2) e

flz)=(-2>—z+1) e "

2. b. Déterminer le signe de f’ sur IR, puis en déduire les variations de f sur R.

gf Corrigé
Pour tout réel z :

La fonction f’ est donc du signe du polynome

Calculons son discriminant :

A=(-1)2-4x(-1)x1
=1+4

-1-V5 _ -1+

S AR
@ 2 ot B 2

Les deux racines sont :

avec a < 5.
Comme le coefficient de 22 est négatif, P est positif entre ses racines et négatif & 'extérieur. Ainsi :

() <0 sur]—o0; a,
f(x) >0 sur]a; B
f(x) <0 sur]p; +oof.
On sait que :
lim f(z) = +o0 et lim f(z) =0.

T——00 r—+o0

Par conséquent :
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o f est décroissante sur | — oo ; af;
o f est croissante sur [« ; (];

o f est décroissante sur [ ; +ool.

f(r)y=(@*4+3r4+2)e "=(34+2r)e ",

Ainsi :

1-V5

£(8) =2+ V5)e T

{f<a> = (2-VB)e 5"

Le tableau complet des variations est :

Les nombres « et 3 sont les racines de 22 + x — 1 = 0. Pour r € {a, 3}, on a donc 7> =1 —r, d’ou :

95 —00 @ B 400

Signe de f/(x) = 0 + 0 -

f(B)
Variations de f \ ‘o) / \ 0

3. Expliquer pourquoi la fonction f est positive sur I'intervalle [0 ; +oo].

gf Corrigé

Pour tout réel z > 0 :
r+1>0 et z+2>0.

Or :
22 +3z+2=(z+1)(z+2).

Ainsi :
2?2432 4+2>0.

D’autre part :
e " >0.

Par produit :

f(z) >0 pour tout z € [0; +oof.

¢ FinduTD o
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