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ROC du chapitre : résolution de I’équation du second degré

Démonstration & connaitre. A partir de I'identité obtenue par complétion du carré, établir les trois cas de
résolution de

ar?+br+c¢=0

selon le signe du discriminant A = b — 4ac.
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- Introduction historique

.1 Du probleme géométrique a la formule générale

pu 7 un long chemin vers le second degré

Les équations du second degré apparaissent bien avant I’écriture algébrique moderne. Diophante, puis Al-Khwarizmi,
développent des méthodes permettant de résoudre certaines équations quadratiques. Chez Al-Khwarizmi, la méthode
repose encore en partie sur des constructions géométriques qui correspondent, avec notre langage actuel, a une forme
de complétion du carré (completing the square).

Le formalisme moderne permet aujourd’hui de relier plusieurs points de vue : expression développée, forme canonique,
racines, factorisation, signe et représentation graphique.

pu Objectifs du chapitre

e Reconnaitre une fonction polyndéme du second degré et identifier ses coeflicients.

e Connaitre les trois écritures utiles d’un trindme : développée, canonique et factorisée.

e Déterminer une forme canonique dans des cas simples par complétion du carré.

e Résoudre une équation du second degré et connaitre la démonstration générale a ’aide du discriminant.

e Factoriser en choisissant une stratégie adaptée : identité remarquable, racine évidente, somme et produit des
racines ou formules générales.

e Etudier le signe d’un trinéme du second degré.
e Utiliser la forme canonique pour lire le sommet, 'axe de symétrie et les variations d’une parabole.

e Choisir la forme la plus adaptée dans une résolution de probleme.

f Pour les éleves bilingues

Les termes mathématiques techniques sont traduits en anglais de maniere discrete grace a la macro \eng. Un lexique
francais—anglais récapitulatif figure dans le bilan du chapitre.
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n Fonctions polynomes du second degré

11.1 Définition

,—[Déﬁnition 1 (Fonction polynéme du second degré)

Chapitre 1 — Second degré

)
)

est une fonction f définie sur R par

ol a, b et ¢ sont des réels fixés avec a # 0.

f(z) = ax® +bx +c,

Les réels a, b et ¢ sont les coefficients (coefficients) du trinéme.

Une fonction polynéme du second degré (quadratic function), ou trindéme du second degré (quadratic trinomial),

ﬁ Identifier les coefficients

Pour chacune des expressions suivantes, identifier a, b et ¢ lorsque cela est possible.

1. f(z)=32%+2z—1;
2. g(z) = —-322+9;

3. h(z) =2+ 2x;

4. k(z)=2x-7.

1.2 Trois formes pour un méme trindbme

3
— Trois écritures, trois usages ~
Un méme trinébme peut, lorsque cela est possible, étre écrit sous plusieurs formes :
Développée ‘ Canonique Factorisée
ar? +bx +c a(z —a)?+ 8 a(z — z1)(z — x2)
coefficients, sommet, axe, racines, signe,
discriminant variations inéquations
Forme Ecriture Particulierement utile pour
Développée réduite | ax? + bx + ¢ identifier les coefficients et calculer le discriminant ;
(standard form)
Canonique (vertex | a(z — a)? + 3 lire le sommet, ’axe de symétrie, un extremum et les va-
form) riations;
Factorisée (factored | a(z — x1)(x — x2) lire les racines, résoudre f(z) = 0 et étudier le signe.
form)
J
3/14
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1.3 Forme canonique et complétion du carré

,—(Propriété 1 (Existence de la forme canonique)} |

Toute fonction polynéme du second degré peut s’écrire sous la forme

f(z) = a(x — a)® + 3|,

oita#0etafeR.
Cette écriture est appelée forme canonique (vertex form).

<=
Compléter le carré (completing the square)

L’identité fondamentale est

2?2+ 2ur = (z +u)? —u?|

Elle permet de transformer certains trinomes en forme canonique sans utiliser de formule générale.

4 Exemple type

#  Un coefficient devant z2

Déterminer la forme canonique de g(z) = 222 + 6z + 4.

f Programme 2026

Il faut savoir qu'une fonction polynéme du second degré admet une forme canonique et savoir la déterminer dans des
cas simples par complétion du carré. Le calcul systématique de la forme canonique dans le cas général n’est pas un

attendu du programme.
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1.4 Lecture graphique de la forme canonique

,—[Propriété 2 (Sommet et axe de symétrie)} |

Si
f(@) = a(z - a)® + 6,

alors la courbe représentative (graph) de f est une parabole (parabola) :
e son sommet (vertex) est S(a; ) ;

e son axe de symétrie (axis of symmetry) est la droite d’équation z = a;

si a > 0, la parabole est tournée vers le haut ;

si a < 0, la parabole est tournée vers le bas.

a<0 ' S(a; B)
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n Equations du second degré

1.1 Racines et interprétation graphique

r—[Déﬁnition 2 (Equation du second degré et racine)}

Chapitre 1 — Second degré

\

(1962—|—b:v—|—c:07

Une équation du second degré (quadratic equation) est une équation qui peut s’écrire

a #0.

Une racine (root) du trindme f(x) = ax? + bx + ¢ est un réel = tel que f(z) = 0.

,—[Propriété 3 (Interprétation graphique)}

Les racines de f sont les abscisses (x-coordinates) des points d’intersection de la parabole € avec ’axe des
abscisses (x-axis).
Ainsi, une fonction polynéme du second degré peut avoir zéro, une ou deux racines réelles.

I11.2 Discriminant

,—[Déﬁnition 3 (Discriminant)

W

J

Pour un trindéme

f(z) = az® + bx +c,

on appelle discriminant (discriminant) le réel

| A =1~ dac]

111.3 Résolution générale

,—[Théoréme 1 (Résolution de ax? + bx + ¢ = 0)}

Soit @ # 0 et A = b% — 4ac.

o =

b

5 |

r1 =

VA

2a

et

e Si A <0, I"équation n’a aucune solution réelle (no real solution).

e Si A = 0, I"équation admet une unique solution réelle (one real solution), appelée racine double (double
root) :

e Si A > 0, 'équation admet deux solutions réelles distinctes (two distinct real solutions) :

€2

_ —b+VA

2a
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pu L) ROC 1 : Résolution de I'équation du second degré ~

111.4 Exemples
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Résoudre dans R I’équation

—~ Exercice 1 Résolution N

Résoudre dans R I’équation 22 — 3z — 10 = 0.
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Factoriser un trindme : choisir une stratégie

IV.1 Ne pas commencer systématiquement par le discriminant

—~ & Stratégie de factorisation

-

N
Avant de calculer A, on cherche toujours la méthode la plus simple.
1. Peut-on mettre un facteur commun (common factor) en évidence ?
2. Reconnait-on une identité remarquable (algebraic identity) ?
3. Une racine évidente (obvious root) apparait-elle ?
4. Peut-on détecter mentalement les racines grace a leur somme et a leur produit ?
5. Sinon, on utilise les formules générales issues du discriminant.
IV.2 Factorisations directes
- 4 Facteur commun et identités remarquables
1. 222 —8x =2x(x — 4);
2. 22 -9=(z-3)(z+3);
3. z2—6x+9=(xz-3)%
IV.3 Forme factorisée a partir des racines
,—[Propriété 4 (Factorisation d’un trindme (factoring a quadratic))] <
Soit f(x) = ax® + bz + ¢ avec a # 0.
e Si A >0 et sixzy,xs sont les deux racines, alors
f(z) =a(z —21)(z —x2) |
e Si A =0 et si xg est la racine double, alors
f(z) = a(z — x)? |
e Si A <0, le trindme ne se factorise pas sur R en produit de facteurs du premier degré.
IV.4 Somme et produit des racines
,—[Propriété 5 (Somme et produit des racines (sum and product of the roots))] <
Si le trinéme az? + bx + ¢ admet deux racines réelles z1 et o (éventuellement confondues), alors
c
T+ 2o = —— et T1T9 = — |
a a
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W Preuve

4 Racine évidente (obvious root)

Résoudre 1722 — x — 16 = 0 sans commencer par calculer le discriminant.

:5 Détection mentale

Factoriser 3z2 — 5z + 2.

?

—~ Approfondissement possible : retrouver deux nombres a partir de S et P

Deux réels z1 et x5 ont pour somme S et pour produit P si et seulement s’ils sont racines du trindéme

|* ~ Sz + P}

Par exemple, chercher deux nombres dont la somme vaut 1 et le produit vaut —6 revient a chercher les racines de

22 —z—6=(z—3)(z+2).
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Les deux nombres sont donc 3 et —2.
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Signe d’un trinbme du second degré

V.1 Commencer par la forme factorisée

Principe

Lorsqu’un trinéme est donné sous forme factorisée (factored form), on étudie le signe (sign) de chacun de ses facteurs
puis celui du produit.

4 Etude de signe a partir d’une factorisation

Etudier le signe de

V.2 Regle générale

,—(Théoréme 2 (Signe d’un trindéme (sign of a quadratic))} <

Soit f(x) = ax® + bz + ¢, avec a # 0.
e Si A <0, f est du signe de a sur R.

b
e Si A =0, f est du signe de a sur R et s’annule uniquement en xy = g
a
e Si A > 0, en notant 1 < x2 les deux racines, f est du signe de a a lextérieur de [z1, 23] et du signe

opposé a a entre les racines.

Le tableau de signe (sign chart) correspondant au cas A > 0 est :

x —00 X1 X2 “+00

f(x) signe de a 0signe de (—a)0 signe de a

f Moyen mnémotechnique

Lorsque A > 0, le trindome est du signe de a a l'extérieur des racines. On peut retenir : « signe de a dehors, signe
contraire dedans ».
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Variations et représentation graphique

VI.1 Variations a partir de la forme canonique

,—[Propriété 6 (Variations (increasing/decreasing bchavior))}

Soit
f(x) = a(z — a)® + B, a # 0.

e Sia >0, f est décroissante (decreasing) sur | — co; @ puis croissante (increasing) sur [a; +ool. Elle atteint
son minimum (minimum) 8 en z = a.

e Sia <0, f est croissante (increasing) sur | — 0o; ] puis décroissante (decreasing) sur [a; +ool. Elle atteint
son maximum (maximum) 3 en x = a.

a>0 a<O0

V1.2 Reperes utiles dans le cas général

,—[Propriété 7 (Axe et sommet (axis and vertex))} |

Pour f(x) = az? + bz + ¢, Paxe de symétrie de la parabole a pour équation

Le sommet (vertex) est

S(a; fa)) |

Ainsi, si 'on note 3 = f(«), la forme canonique est a(z — a)? + 3.

\.

f A propos du programme 2026

Ces relations permettent de repérer l'axe et le sommet. En revanche, le programme ne demande pas de savoir calculer
systématiquement la forme canonique dans le cas général par une procédure algébrique. L’étude des variations d’un
trindme sera également retrouvée plus tard grace a la dérivation.

# Lire les variations

On consideére

www.math93.com / M. Duffaud 13/14


www.math93.com

Premiere Spécialité Mathématiques Chapitre 1 — Second degré

Bilan

f(z) =az* +bx +c, avec a # 0 A =b* — dac

A <O A=0 A >0
Nombre de racines aucune une racine double deux racines distinctes
(roots)
g b —-b— VA
Racines — o = ~5a T = e
—-bFVA
To = ————
2a
Factorisation sur | pas de factorisation en facteurs du f(z) = a(x — z0)? f(z) = a(z — z1)(z — z2)
R premier degré
Signe (sign) signe de a sur R signe de a sur R, avec f(zo) =0 | signe de a & I'extérieur des racines,
signe opposé entre 1 et xa
Cas ou a > 0 : parabole tournée vers le haut Cas ou a < 0 : parabole tournée vers le bas
A <0
Yy
A <O
Y T ‘ —00 +o0
x ‘ —00 +00 “ f(z) ‘ -
f(z) ‘ + Aucune racine : f(z) < 0 sur R.
’ Aucune racine : f(z) > 0 sur R.
A=0
A=0 Y
Y
x‘—oo zo 400 i :z:‘—oo rg +00
0
f@)] + 0+ : f@] - 0 -
’ Une racine double xg
*o Une racine double zo. :
A>0 A>0
Yy Yy
x ‘ —00 I To 400 x ‘ —00 I To +00
2) . f@]+ 0 - 0 + @] - 0+ 0 -
Deux racines x1 < 2. * 2 Deux racines z1 < 2.
Choisir la bonne forme Somme et produit des racines Variations
e ax® + bz + ¢ : coefficients, A ; Si z1 et x2 sont les deux racines : Pour f(z) = a(z —a)* + 8 :
e a(z — a)? + B : sommet, extremum, - e a > 0 : décroissante puis croissante, mi-
variations ; 14Ty = —— LDy = cl nimum (3 en «;
@ @ e a < 0 : croissante puis décroissante,

e a(x — z1)(x — x2) : racines, signe, in-

équations. maximum [ en a.

<  Fin du cours 9
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