Graphe de Bruijn

Considérons le graphe G dessiné ci-dessous. Ce graphe n'est pas un graphe quelconque, c'est un graphe dit de Bruijn non orienté.
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a) Appliquez l’algorithme de coloration décrit.

b) Prouver qu’en fait ((G)=3

Pour votre culture

Le digicode, est un appareil qui n'a en général, que fort peu de mémoire : il ne se souvient que des p dernières touches enfoncées sur son clavier, p représentant la longueur du code qui permet d'ouvrir. 

Mais chercher à forcer une porte en essayant systématiquement toutes les combinaisons sur un digicode à n touches nécessite bien sûr une stratégie. Celle qui consistera à essayer de taper une séquence la plus courte possible et contenant au moins une fois chacune des np combinaisons différentes. Dans l'exemple simpliste où le digicode n'aurait que n = 3 touches différentes (0, 1 et 2) et où le code serait de longueur p = 2, la séquence 0011021220 répond à ce critère, puisqu'on peut aisément vérifier qu'elle contient une occurrence de chacune des 32 = 9 combinaisons possibles. De plus, elle est de longueur minimale, chaque combinaison n'y étant présente qu'une seule fois. Une telle séquence porte un nom, celui de séquence de de Bruijn, en l'honneur du mathématicien hollandais qui les a étudiées dans les années quarante. Ces séquences constituent la solution optimale au problème du digicode, la question restant alors de savoir si l'on peut en trouver quels soient les nombres n et p considérés. 

A cette question, Euler donne une nouvelle fois la réponse, grâce à une transposition astucieuse de ce problème sous forme d'un graphe. Dès lors, si l'on cherche un code de longueur p, on trace un graphe contenant np-1 sommets, correspondant à toutes les combinaisons de touches de longueur p - 1. 

