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TD n°4 : Formes différentielles et Intégration. : CORRECTION.

Exercice 1 Les formes différentielles suivantes sont-elles fermées? Sont-elles exactes 7 Préciser une pri-
mitive le cas échéant.
1. rdy— ydx
2. (22 + 3y)dr — P dy
rdr 4 ydy
r?dr 4 rydy + 22 dz
dr 43 dy + 22 de
ey +x)dx 4 (¥ 4 3e¥)dy
cr(y—1dr+ylr+ 1) dy
ydr —zdy
9. (- 12 + yﬁ],y dx Ll ol - ‘U,QI’]I dy
(1_1_:,_.2_1_#2}2 Ll+;1‘2+y2,12

=

o o

-]

oill on restreint le domaine de définition a » > (.

> Voir le cours : http://www.math93.com/theoreme/formes_differentielles.html

1) Onpose w = —ydx + xdy = A;dx + A,dy
La forme différentielle w est-elle fermée ?

s . 94 aA ,
w est une forme différentielle sur R% et on a :a—y1 = —let a_xz =1 donc w n’est pas fermée sur R?

La forme différentielle w est-elle exacte ?

Par théoréme, si U ouvert de RP, |w exacte sur U = w fermée sur U| Donc puisque w n’est pas fermée, w n’est pas

exacte.

2) Onposew = (x% + 3y)dx + (—y*)dy = Aydx + Aydy
La forme différentielle w est-elle fermée ?

pex . aA 94 , 3
w est une forme différentielle sur R? et on a :a—y1 = 3et 6_xz = 0 donc w n’est pas fermée sur R?

La forme différentielle w est-elle exacte ?

Par théoréme, si U ouvert de RP, |w exacte sur U = w fermée sur U| Donc puisque w n’est pas fermée, w n’est pas

exacte.

- _* y —
3) Onposew = P dx + pewe: dy = A;dx + A,dy

La forme différentielle w est-elle fermée ?

pes a4 —2x 24 . s
w est une forme différentielle sur R? etona: 0_)/1 = (x2+y2y)2 = 6_x2 donc w est fermée sur I'ouvert non étoilé R?\{0; 0}

La forme différentielle w est-elle exacte ?

w exacte sur Ussiil existe F: U —» Rde classe C telle que: d, F = w(a) (pour a de U)

Sur R? : Cela correspond a : Z—:(x, y) = A (x,y) et Z—; (x,y) =4,(x,y)

donc on cherche une fonction F de classe C* telle que:

aF . In(x%+y?2)
o ;(x,y) =A(x,y) = ﬁyz; soit F(x,y) = %+ a(y) (avecacC')
aF _ _ N O ) _ N Y
o Ty = A00y) = g soit - (F24a) ) = Fotd ) =2
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Donc a'(y) = 0 soit a(y) = Cte

In (x%+y?)

5 + Cte

Finalement w est bien exacte sur R? et w = dF avec|F(x, y) =

5)

6)

7)

On pose w = x*dx + xydy + z*dz = Aydx + A,dy + Azdz
La forme différentielle w est-elle fermée ?

pes a4 a4 . PR
w est une forme différentielle sur R3 etona: a_xz = yet 6_yl = 0 donc w n’est pas fermée sur 'ouvert étoilé R3

La forme différentielle w est-elle exacte ?

Par théoréme, si U ouvert de RP, |w exacte sur U = w fermée sur U| Donc puisque w n’est pas fermée, w n’est pas

exacte.

On pose w = x3dx + y3dy + z3dz = A;dx; + Aydx,+Azdx;
La forme différentielle w est-elle fermée ?

04; , iz
0= a—’_ donc w est fermée sur |'ouvert étoilé

i

. . — aA
w est une forme différentielle sur R3 et on a pour i # j dans {1,2,3} o
J

]R3

La forme différentielle w est-elle exacte ?

w exacte sur Ussiil existe F: U —» Rde classe C telle que: d, F =w(a) (pour a de U)

Sur R3 : Cela correspond 3 : Z—i(x, y) = A(x,y,2) ,Z—;(x, y) = Ay(x,y,2) et Z—: (x,y) =A3(x,y,2)

donc on cherche une fonction F de classe C" telle que:

o Z—j(x.Y) =A(y) = x%; soit F(x,y) = "{ +a(y,z) (avecaCl)
9 ., 0 4 F 4

. ﬁ(x,y) = Ay(x,y) = y3 soit I (XT +a(y,2) ) = ﬁ(y, z) = y3 Donc  a(y,2) =% +b(2)
ad ) k] 4 4 , 4

. a—Z(x,y) = A3(x,y) = 2% soit ™ (XT+yT+ b(z) )= b'(z) = 23 Donc  b(z) ==+ Cte

4 4 4
Finalement w est bien exacte sur R? et w = dF avec|F(x,y) = xT + y: + ZZ + Cte

On pose w = e*(x + y)dx + (e* + 3e¥)dy = A1dx1 + Adx;
La forme différentielle w est-elle fermée ?

cpps . . . 0A; 04; , , e i1t
w est une forme différentielle sur R? et on a pour i # j dans {1,2}: a_xl = e* = a_xj donc w est fermée sur I'ouvert étoilé
’ )

i

RZ

La forme différentielle w est-elle exacte ?

Finalement w est bien exacte et w = dF avec |F(x, y)=(x+y—1)e*+ 3e¥ + Cte

Onpose w = x(y — 1)dx + y(x + 1)dy = A,dx + A,dy
La forme différentielle w est-elle fermée ?

oo . a4 9A , . , o
w est une forme différentielle sur R? etona: 6_x2 = yet 3_)11 = x donc w n’est pas fermée sur I'ouvert étoilé R?

La forme différentielle w est-elle exacte ?
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Par théoréme, si U ouvert de RP, |w exacte sur U = w fermée sur U| Donc puisque w n’est pas fermée, w n’est pas

exacte.

8) Onposew = ﬁyzdx 2+ _dy = Aydx + Apdy avec x>  [Aucalp 560

OnnoteU = {(x;y) € R? tel que x > 0}, U est donc le demi-plan délimité par (Oy), (Oy) exclu, ne contenant pas (-1 ;0).

La forme différentielle w est-elle fermée ?

x2—y? 9A: ;
w est une forme différentielle sur R? et on a pour i # j dans {1, 2} ax (x2+;’2)2 = 6_)(1 donc w est fermée sur I'ouvert
i

étoilé U

La forme différentielle w est-elle exacte ?

w exacte sur U ssi il existe F: U — R de classe C" telle que : d, F =w(a) (pour a de U)

Sur R? : Cela correspond 2 : Z—i(x, y) =A(x,y) et Z—; (x,y) = Ay (x,y)

donc on cherche une fonction F de classe C" telle que:

. Z—j(x,)’) =A;(x,y) = —xziyz; soit F(x,y) = arctan( ) +a(y) siy #0 (avecaCh)
e Poury #0

JoF x . a

a(x,y) =A(x,y) = “Er soit 3y (arctan( ) + a(y))

donc  a(y) = Cte

X

2+2+a(y)__xz_+yz

Finalement w est bien exacte sur U privé de I'axe des abscisses et w = dF avec|F(x,y) = arctan( ) + Cte

Remarque :
La forme difféentielle w = ﬁyzdx 2+ ——— dy est fermée sur tout ouvert U © R?\{0; 0} mais elle n’est pas

exacte sur un ouvert contenant des points (x ; 0).

y(1—-x*+y?) x+x(1+xz—yz)

9) Onpose w = ety A4x 1)

dy = A;dx + A,dy

La forme différentielle w est-elle fermée ?

ers . A —xtr6xPy?—y*+1 A , , ey s
w est une forme différentielle sur RZ etona:—2 = 2—y2y3 = —Ldonc w est fermée sur I'ouvert étoilé R?
dx (1+x%+y?) dy
La forme différentielle w est-elle exacte ?
w exacte sur U ssi il existe F: U — R de classe C" telle que : d, F = w(a) (pour a de U)

Sur R? : Cela correspond a : Z—Z(x, y) = A;(x,y) et Z—; (x,y) = Ay(x,y)

donc on cherche une fonction F de classe C telle que:

22042
. Z—z(x,y)=A1(x,y)=M' soit F(x,y) =

+a(y) (avecaC Y

A+x2+y*)?’ 1+x 2+y
aF _ _ x(14+x*—y?) 0 ) _ x(1+x—y?) ' _ x(14+x°—y?)
¢ dy (x'y) = A (x, y) T (1+x%492)? sot dy (1+x 24y? +ta) )= (1+x*+y?)? ta (y) T (A+x24y?)?

Donc a' (y) = 0 soit a(y) = Cte

Xy

Finalement w est bien exacte sur R? et w = dF avec|F(x,y) = Ty

+ Cte
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Exercice 2 Soit la forme différentielle

w= (;1‘2+:ug— 1)de — 2y dy

a) Montrer que w n’est pas exacte,
b) Déterminer une fonction ¢ (4 une variable) telle que la forme différentielle wy = @(2)w soit fermée.
¢) Montrer que wq est alors exacte et déterminer une primitive.

a)

b)

c)

»  Voir le cours : http://www.math93.com/theoreme/formes_differentielles.html

La forme différentielle w est-elle exacte ?

Regardons si elle est fermée.

24 . o
B_yl = 2y donc w n’est pas fermée sur I'ouvert étoilé R?

s . aA
w est une forme différentielle sur RZ etona: a_xz = 0et

Par théoreme, si U ouvert de RP, |w exacte sur U = w fermée sur UI. Donc puisque w n’est pas fermée, w n’est

as exacte.

Déterminons @ telle que la forme différentielle w, définie par: w,(x,y) = @(x) X w(x,y) soit fermée.
Déterminons ¢ telle que w; soit fermée. On pose w; = Bydx + B,dy

% = 2yp(x) et% = —2y¢'(x) . Donc on prend par exemple @(x) = e~*. ainsi ¢ (x) = —p(x) et
9B _ 05
ady T ox

Donc en prenant @(x) = e*, w; est fermée sur I'ouvert étoilé R?

Ona anrs|w1 = (x*+y*—1De*dx—2ye*dy

Posons : w;= (x*+y*—1)e*dx—2ye*dy=Bidx + B,dy
w1 exacte sur U ssi il existe F: U = R de classe C' telle que : d, F = wi(a) (pour a de U)
Sur R? : Cela correspond a : g—z(x,y) = B;(x,y) et Z—; (x,y) = By(x,y)

donc on cherche une fonction F de classe C* telle que:

o Z—;(x,y) =B,(x,y) = —2ye™™ ; soit F(x,y) = —y*e™* + a(x) (avecaC’)

o F@M =By = @ +y: - DeFsoit = (—yPe +a(x) = ¥ e +a () = (2 +yP = e

Donca (x) = (x2 —1)e™ soit aprés IPP a(x) = (—x?—2x—1)e™™

Finalement w; est bien exacte sur R? et w; = dF avec |F(x, y) = —(x*+y%+2x+1De™™ + Cte

Remarque :
On peut vérifier quesi w;(x,y) = (x2 +y? —1)e*dx —2ye*dy et
F(x,y) = —(x*> +y2 +2x + 1)e™ + Cte onaw;, =dF
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Exercice 3.

> Voir le cours : http://www.math93.com/theoreme/formes_differentielles.html

1. f@=4d avec d=Cte

o  fdérive-t-elle d’un potentiel ?

IR - . 0A;
A = a; =Cte donc rot(F) =0 car pour i # jdans{1,2,3}: a—:f= 0=-

De ce fait rot ( 13) =0 sur U = R? ouvert étoilé et donc f dérive d’un potentiel .

e Déterminons ¢ telle que f = grad ¢ . Ona.f = grad @ = (a;; az;az) donc
[
> —_—=

P a, soitp(x,y,z) =ax + g(v,2)
g _
> E = Qa

> ';—Z’ = aj soit h(z) = azz + Cte

soit g(y,z) = ayy + h(2)

Donc|(p(x,y,z) =a.x +ay + azz + Cte

2. f(x,y,2) = (x%,xy,2%)
o  fdérive-t-elle d’un potentiel ?

a4 a4 L , .
6_x2 = yet a_yl =0 donc f ne dériva pas d’un potentiel.
3. f@=7nAd On pose d@ = (ay; ay; az) # 0
o  fdérive-t-elle d’'un potentiel ?
24 24 L , . .
6y1 = azet 6_x2 = —a3 doncf ne dériva pas d’un potentiel. (sauf si az = 0)
94 a4 (. , . .
a_zl = —ayet a—: =a, doncf ne dériva pas d’un potentiel. (sauf si a; = 0)
94 a4 (. , . .
6_22 = aget a—; = —a; donc fne dériva pas d’un potentiel. (sauf si a; = 0)

donc f ne dériva pas d’un potentiel puisque .d = (as; ay; az) # 0

4. fP =7
o  fdérive-t-elle d’'un potentiel ?
, . 04, d4; iz - .
Pour i # j dans {1,2,3}: % =0= ﬁ sur U = R? ouvert étoilé et donc f dérive d’un potentiel .
j i

N 5 7
e f= grade = (x,y,z)Donc ‘P(x'y'z)=7+7+;+Cte

5. f(x,y,2) = (x3,y3,2%)

- 4 4 4
f= gradeo =(x,y,2) et |p(x,y,2) =xT+yT+ZT+Cte

6. f(x,y,2) =(e%0,0)

f= grade = (x,y,7z) et |(p(x,y,z) =e* + Cte
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Exercice 4. Intégrales curviligne

1 I= [, xy’dx+x’dy sur I le segment reliant A(1 ;1) et B(2 ;3)

e T':Equationdusegment[AB]:x € [1;2] ety =2(x—1)+1=2x—1.

= x(t) =t

xX(t)=1
= y@®)=2t-1 {

soit : ,
y'() =2

. x
Le paramétrage est donc : {

Alors d’apres la définition : fy W= fab[P (x(@®),y(®) x' (&) + Q (x(t), y(®)) y'(t)] dt

e Calcul de I'intégrale curviligne. : I = ff t(2t —1)%de + t?2dt = flz 4¢3 —2t% + tdt = %
2. I= fr xydx + ydy sur I 'arc AB du cercle C(O ;2) avec A(2 ;0) et B(0 ;2)
e T:arcAB:
Le cercle C est d’équation : x% + y* = 4
, . (x= x(t) =2cost S .7
Par passage en coordonnées polalres{y = y(t) = 2sint’ avec t quivariede 0 a >
bonc {x’(t) = —2sint
y'(t) =2cost
e  Calcul de l'intégrale curviligne.
m m
2 8 2 2
I= f [4 cost sint t (—2sint) + 2sint t (2 cost)] dt = —gsing’(t) + 2sin? ()| = -3
0 0
3. I= fr xydx + yxzdy sur T le carré de sommet O, A(0,1), B(11) et C(1,0) parcouru dans le sens O,A,B,C,0
e T :carré ABCD:
x=0 x variede 0al x=1 xvariede 1a0
Sur [OA] : {y varie de 031 Sur [AB] : { y=1 Sur [BC] : {y varie de 130 Sur [CO] : { y=0

Calcul de I'intégrale curviligne.

1 1 0 0 1 1
I=fxydx+yx2dy=f +] +] +f =f0dy+fxdx+fydy+f0dx=———=@
J o] Jlam JiBey Jico 0 0 1 1 2 2

Compléments.

»  Clestun chemin fermé. w = xydx + yx*dy est-elle fermée ? = NON.

> Appliguons Green-Riemann. | [f, [Z—g —3—5] dxdy = [ Pdx+ Qdy

dex+Qdy=fL [g—g—g—i]dxdy=ﬂl) [2xy — x] dxdy = jolx <j01(2y—1)dy>dx=jo1x ?—ylidx=0
r
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4. I= [, y’dx+x’dy sur I' 'arc de parabole 2y* = x + 1 qui joint A(1 ;1) a B(-1;0)

I : I'arc de parabole :

92
Sur cet arc,{ x =2y —1

Le paramétrage est donc : {x = x()=2¢*~1 it: { x'(t) = 4t
yvariede1a0 P g “ly

= yt)=t y® =1

e  Calcul de I'intégrale curviligne.

0 45 at 1" [ 22
1= fyzdx+x2dy=f t? (4tdt) + (22— 1)%dt = [—+t4——+t] =|-—
J . 5 3 15
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Exercice 11 Calculer // (z+yle Te ¥doedy on D = {(;r,y] eR?r,y>0,x4+y < 1}.
D

Calculer // (2 +y?)dady ou D = {(z,y) e R*/a? + y* < z,2% +y* > y}.
JJD
. Yy . ST [ - 2,2 2
Calculer //D R dedy ou D = {(z,y) € [0,1)*/z* +y* > 1}.
Calculer // zydedy on D = {(r‘y) eR? /e,y >0, gr + %fr < 1} avec a,b > 0.
JJD

1. Calculons: I = ffD (x +y)e ™ e dxdy sur D={(x;y)€ER?/ xy=>0, x+y<1}.

0.5

I

y:.}(+1

1 1—x 1
I = f (x +y)e ™ e™ dxdy = f e* (fo (x +y)e‘ydy> dx = fo e [(~x—y—De ]y *dx

0

1
= f e*(=2e* 1 4+ x+1)dx soit]l = 2—5e 1]
0

2. Caleulons:J = [, (x* +y?) dxdy sur D={(x;y)ER?/ x*+y*<xetx*+y’>y}l

x2+ (y-0,5)2=0,§2

0.5
B

05

N
(x-0,5)2+y2=0,52

A\ 4

Soit M (x ; ¥) un point du domaine D.

o Lacondition1 : x* + y* < x correspond a (x — %)2 +y? < % ,

T 1 1
donc M est a l'intérieur du cercle C (exclu) de centre A (E; 0) etderayonR = 2

1

o Lacondition2 :x*+ y* >y correspond a x* + (y — %)2 >

. . 1 1
donc M est a I'extérieur du cercle C’ (exclu) de centre B (O;E) etderayon R = 2

Le domaine D correspond donc a la partie uniquement coloriée en rose.
On passe en coordonnées polaires.
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X =rcost

. alors :
y =rsint

Posons {

o Lacondition1 : x*+ y* < x correspondar? <rcost ,
r = cos t est I'équation polaire du premier cercle.

o Lacondition2 :x*+ y* >y correspond a 7% > rsint ,

r = sin t est I'équation polaire du second cercle.

Or r est positif donc les deux conditions entrainent : [sint <r < cost

o  Ondoit donc avoir : cos t > 0, donc on peut prendre t dans | — %,%

[
o  Ondoit avoiren plus sint < cost, donc on doit avoir t dans | — % ,% [

o De plusr est positif donc

=  sitestdans]0 ,% [, il faut prendre r entre sin t et cos t

=  sitestentre]— % ,0[, il faut prendre r entre O et cos t

_J‘O cos*t dt+ f% cos*t —sin*t i@t
/= T 4 0 4
2

0 T
7
4x] = fﬂcos‘* t dt+ f (cos? t —sin® t)( cos? t + sin? t) dt
" 0
Z

0 4
7
4><]=fncos4t dt + f (2 cos?t—1) dt
" 0
Z

m

0
4x] zf cos*t dt+ J-4cos(2t) dt
- 0

V]

Il faut linéariser cos* t

= o= | @ [ ) [
D _7 S

cost

in t

r3 dr) dt

4p=( 2t)z_(l-kc052t>2_ (cos 2t)? C052t+1—1>< 1+ cos 4t c052t+1_cos4t+c052t+3
A T4 2 "4 14 2 2 "4 "8 2 '8
4y cos4—t+c052t+3
costt = —¢ > 5
Donc
0 T . ) 0 ) ™
4><]—f cos*t dt+ f4cos(2t) dt = sin 4t —Sm2t+§t] [SmZtr
- - 0 1032 4 8 |.x 2 1y
4x] = 3m 1
/=162
_3m 1
/= 61ts
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Xy

-7 — . . 2 2 2
Ty dxdy sur D={(xy)el0;1]°et x*+y*=>1}

3. Calculons: K = [,

Le domaine D correspond aux points extérieurs au cercle C de centre O et de rayon 1, qui sont intérieur au carré O, (1 ;0)
(1;1),(0;1).

Pour x qui variede 0a 1, yvariedey1 —x%a 1

K—ﬂ Y xd —fl
Tl 1+xt+y? xey = Ox

1

! y
fm<1+x2+y2)dy]dx
2 2 1
[In(x* + y* + 1)]\/? dx

1 X2+ 2
ZXKzfxln dx
0 2

Par IPP :
2XK—f1 ! x?+2\ le 22+ 2\]" flxzx 2x p
L)t ), T L e

2xi=1m(d)- [ g
“2M\2) 7 ), 2

K =

s
N R

1 %3
Calculons [ ——dx.

J‘l x3 p _J‘lx3+2x—2xd _flx(x2+2)—2xd _fl 2x = x? i + 2 !
o X°+2 x= o x2+2 x= 0 X2 +2 x= Ox P e P )0

x> +2 2

T x3 1
J. dx=|—-In3+In2+—=
0

Donc on obtient :

2K =11 (3) (13+12+1)
=22 nerieTy

M. Duffaud (http://www.math93.com/ )




TD n°4 : CORRECTION des exercices 1,2, 3,4 et 11 .Page 11 sur 11

4. Calculons: K = [f xy dxdy sur D= {(x; y) ER?/ x,y>0, % + 2% < 1}. a et b positifs.

Le domaine D correspond a l'intérieur de I’ellipse pour x et y positifs

a %x/az—xz X a az b?
K=ff xydxdy=f x f y dy dx=—2fx(a2—x2)dx=
D 0 0 2a® Jy
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