Correction du D.M. : Exercice 80p225 
(ALGORITHME DE BABYLONE)

f(x) =  eq \s\do1(\f(1;2)) ( x +  eq \s\do1(\f(2;x)) )               sur Df = ]0 ;+ SYMBOL 165 \f "Symbol"\h[    

1-a)(1pt)  f définie et dérivable sur ]0 ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h[ , f ‘(x) =  eq \s\do1(\f(1;2)) ( 1 -   eq \s\do1(\f(2;x² ))) =  eq \s\do1(\f(1;2)) (  eq \s\do1(\f(x² - 2; x²  ))).


x² >0 sur Df donc f ‘(x) est du signe de x² - 2.


soit f croissante sur [ eq \r(2) ;+ SYMBOL 165 \f "Symbol"\h[ et décroissante sur ]0 ; eq \r(2)]
1-b)

·   eq \o(lim;\s\do6(x ( 0))f(x) =  eq \o(lim;\s\do6(x ( 0))  eq \s\do1(\f(1;x)) = + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h donc Cf présente une asymptote verticale d’équation x = 0  (1pt)  
· Asymptote oblique (1pt)  
 eq \o(lim;\s\do9(x ( + ))
 eq \b(f(x) – x )
=  eq \o(lim;\s\do9(x ( + ))
 eq \s\do1(\f(1;x)) = 0 donc Cf présente une asymptote oblique ( d’équation y =  eq \s\do1(\f(1;2)) x
1-c) Il n’y a pas de point d’intersection de Cf et de ( (erreur de l’énoncé), on demandait certainement le point d’intersection de Cf et de la première bissectrice d’équation y = x. dans ce cas c’est le point A(  eq \r(2) ;  eq \r(2)).
[image: image1.emf]    3pts
2) On conjecture que la suite tend vers  eq \r(2).
(2pts)
3-a) (1pt)     u1 = 1 ; u2 =  eq \s\do1(\f(3;2)) = 1.5 ; u2 =  eq \s\do1(\f(17;12)) SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 1.41 67 ; u3 =  eq \s\do1(\f(577;408)) SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 1.41 42 15 69; u4 =  eq \s\do1(\f(665 857;470 832))  SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 1.41 42 13 56 23 7
(remarque  eq \r(2) SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 1.41 42 13 56 23 7 à 10-11 près)
3-b) On a donc u0<  eq \r(2)< u4 <u3<u2<u1     (1pt)  
4-a) 
· f(x) -  eq \r(2) =  eq \s\do1(\f(1;2)) ( x +  eq \s\do1(\f(2;x)) ) -  eq \r(2) =  eq \s\do1(\f(x² - 2  x + 2;2x))
 =  eq \s\do1(\f((x - )²;2x ))
 
pour x>0   (1pt)  

· (un -  eq \r(2)( = ( f(un-1 ) -  eq \r(2) ( =  eq \s\do1(\f((un-1  - )²;2 un-1  ))
  d’après ce qui précède 
Donc (un -  eq \r(2)( =  eq \s\do1(\f((un-1  - )²;2 un-1  ))
 =  eq \s\do1(\f((un-1  - )²;2))
 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1; un-1)) 

et  eq \s\do1(\f(1; un-1)) ≤1    si un ≥1 pour tout n ≥1
Donc      eq \x((un - ( ≤   eq \s\do1(\f((un-1  - )²;2 ))
)
                  si un ≥1 pour tout n ≥1      (1pt)  
4-b) 3pts
· On a  (un -  eq \r(2)( ≤   eq \s\do1(\f((un-1  -  (²;2 ))
 ≤ (un-2  -  eq \s\do1(\f( (²;2 ))
)
2 ;2))
    car   (un-1 -  eq \r(2)( ≤   eq \s\do1(\f((un-2  - )²;2 ))

· donc
 (un -  eq \r(2)( ≤   eq \s\do1(\f(1;2))  eq \s\do1(\f(1;2²)) (un-2 -  eq \r(2))4 et comme    (un-2 -  eq \r(2)( ≤   eq \s\do1(\f((un-3  - )²;2 ))

· on obtient bien 
(un -  eq \r(2)( ≤   eq \s\do1(\f(1;2))  eq \s\do1(\f(1;2²))  eq \s\do1(\f(1;24))  (un-3 -  eq \r(2))8 ≤ …..
· d’où
 eq \x( (un - ( ≤   eq \s\do1(\f(1;2))  eq \s\do1(\f(1;2²))  eq \s\do1(\f(1;24)) ….. eq \s\do1(\f(1;2n-1))    (u0 -  eq \r(2))2n  )

4-c) 2pts
· puisque  (u0 -  eq \r(2)( ≤  eq \s\do1(\f(1;2))     on a d’après la question précédente 
        (un -  eq \r(2)( ≤  eq \s\do1(\f(1; 21 + 2 + 22 +  23 +……+2n-1))   eq \b()
2n =  eq \s\do1(\f(1; 21 + 2 + 22 +  23 +……+2n-1+2n))   
· or 1 + 2 + 2² + 23 + … + 2n = 1  eq \s\do1(\f(1-2n+1;1-2  ))  = 2n+1 - 1  comme somme de (n+1) termes consécutifs d’une suite géométrique de raison 2
Donc      eq \x((un - ( ≤   eq \b()
( 2n+1 -1 ) )

4-d) 2pts
· D’après l’inégalité de Bernoulli, on a pour tout réel x ≥0 

xn – 1 ≥ n(x-1) 
donc    2n+1 -1 ≥ (n+1)(2-1)
soit
 eq \x(2n+1 -1 ≥ (n+1))
· Donc     (un -  eq \r(2)( ≤   eq \b()
( 2n+1 -1 ) ≤    eq \b()
 n+1  puisque 0<  eq \s\do1(\f(1;2 )) <1  
· Or  eq \o(lim;\s\do9(n ( + ))
  eq \b()
 n+1  = 0    puisque 0<  eq \s\do1(\f(1;2 ))  < 1  donc d’après le théorème des gendarmes  eq \o(lim;\s\do9(n ( + ))
(un -  eq \r(2)( = 0

· D’où 

n ( +  eq \x())
un =  eq \r(2) )
 

5) On a 

(0.5)28 – 1 SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 1.72 10-77
et
(0.5)29 – 1 SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 1.49 10-154
Donc  eq \b()
( 2n+1 -1 )  ≤ 10-100    pour n=8           car      (un -  eq \r(2)( ≤   eq \b()
( 2n+1 -1 )

donc 

 eq \x(u8   eq \r(2) à 10-100 près)
  (1pt)  
