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17. Démontrer le théoreme 19, page 142, i.e. si {u,(2)},n=1,2,8,..., est un ensemble de

fonctions continuesdans R, si S(2) = i ux(z) est uniformément convergente dans R et si C
est une courbe de (R, alors e
f S(z)dz = f ( > u..(z)) dp = ¥ fm{z) dz
[ (M n=1 n=1 ~(C

Comme dans le probléme 16, nous avons §(z) = Sp(z) + R, (z) et ces fonctions étant confinues dans o
[d’aprés le probleme 16] leurs intégrales existent, ie.

J;S(z)dz = J;Sn[s}dz + LRn(z)dz
Lu,(z)dz + Luz{z)dz + - + J;u,,(z)dz + LR,(z}d:

Par hypothése la série est uniformément convergente si bien que pour tout € > 0 nous pouvons trouver
un nombre N indépendant de z dans & tel que | R, (z)| <€ pour n > N. Si I'on désigne par L la longueur
de (' nous avons [d’aprés la propriété 5, page 93]

f R, (z)dz
J; Siz)dz — L S, (z) dz &

peut &ire rendu aussi petit quon le désire en choisissant n suffisamment
grand, ce qui démontre le résultat.

Il
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THEOREMES SUR LES SERIES ENTIERES

18. 5i une série entiere Za,z" converge pour z = z;, # 0, montrer qu’elle converge (a) absolu-
ment pour |2 | < |z,|, (b) uniformément pour |z| < |z,| ol [2 )72 2]

(@) La série Za, zg étant convergente, lim a,zg =0 et I'on a la,zgl <1 pour n suffisamment grand, ie.
n—+oa

a,| < i, pour #n > N. Alors

zo|™

[1A

i |z )

.l a0
S ol = 3 lay e -
N+1 N+1 N#1 |2

Mais la derniére série de (I) converge pour |z| < izol et donc d'aprés le critére de comparaison la
premiére série converge également, i.e. la série donnée est absolument convergente.

|z

(b) Soit M, =

PR La série ZM, converge car lzy | < lzy4l. Comme dans (z), la,z,| <M, pour 2 <z,

et donc d’aprés le critére de Weierstrass, Xa,z" est uniformément convergente,

On en déduit qu'une série entidre est uniformément convergente dang tout compact situé dans in-
térieur du cercle de convergence

oo (-3
19. Démontrer que la série entiére Y a,2" et sa série dérivée Y, na,z2""! ont méme rayon de
convergence. e L
Désignons par R > 0 le rayon de convergence de Eanz". ®it 0 <[z,] <R, d’aprés le probléme 18

1
nous pouvons choisir N tel que |a,| < |——|; pourn > N,
%o

Les termes de la série X |na, 20— 1| Znlay|jzj»=t peuvent donc pour n > N @tre rendus inférietrs

= zin—1
aux termes correspondants de la série 211' |

2] < |z| < R. (2|

La série Zna,z"~! converge donc¢ absolument pour tous les points tels que |z] < |zg| (aussi pres gque
lzg| soit de R), i.e. pour |z| <R.

qui converge d’aprés le critére de comparaison pour

Si toutefois |z| > R, lim a,z" = 0 et donc lim na, z"~1 # @, dans ces conditions Ena,z"" 'ne con-
verge pas. s i

R est donc le rayon de convergence de Tna,z" ', Ceci est & alement vrai si R = 0,
n g

On notera que la série des dérivées peut converger ou non pour des valeurs de z telles que |z | = R.

H N N Y A TR . b Py m———— e m—
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20. Démontrer que dans tout compact situé entidrement & intérieur du cercle de convergence, une
série entiére (a) représente une fonction continue notée f(z), (b) peut étre intégrée terme a
terme pour obtenir I'intégrale de f(z), (c) peut étre dérivée terme a terme pour obtenir la dé-
rivée de f(2).

Nous considérerons la série entidre Ze,z" bien que des résultats analogues soient également vrais pour
Za,(z —a)n,
(@) Cest une conséquence du probléme 16 et du fait que chaque terme a,z" est continu,

(8) Clest une conséquence du probléme 17 et du fait que chacun des termes a,z" de la série est continu et
donc intégrable,

(¢) D’aprés le probléme 19 la dérivée d'une série entiére converge dans le méme cercle de convergence que la
série initiale et donc est uniformément convergente dans tout compact entitrement situé i Dintérieur du
cercle de convergence. On déduit alors le résultat cherché du théoréme 20, page 142.

. Y 2" - - - . . -
21. Montrer que la série 2 — @ une valeur finie en tout point intérieur a son cercle de conver-
= n
n=]

gence ou sur celui-ci, mais que ce n’est pas vral pour la série dérivée.

D’aprés le critére de d’Alembert la série converge pour |z| <1 et diverge pour |z|> 1. Si |z| = 1 alors
[27/n2| = 1/n? et la série est convergente (absolument). La série converge donc pour 2| <1 et a donc une
valeur finie 4 intérieur du cercle de convergence et sur celui-ci.

o =1 .
La série des dérivées est 3 D'aprés le critére de d’Alembert la série converge pour |z| < 1. Toute-

n=1

fois la série ne converge pas pour tout z tel que |z| = 1, par exemple si z = | la série diverge.

THEOREME DE TAYLOR

22. Démontrer le théoréme de Taylor : si f(z) est analytique a Iintérieur du cercle C centré en
a, alors pour tout z intérieur a C,

, f” a G vy
1 = f@) + r@e-a + HPe-ap + L0,
Soit z un point quelconque intérieur & C. Construisons un cercle c,

centré en a et entourant z (voir figure 6.4). Alors d’aprés la formule inté-
grale de Cauchy,

2]

- 1 £ flw)
flz) = Y s dw (1)
Nous avons =
1 = 1 = 1 J 1
w—z (w—a) — (z—a) (w—a]‘[l —(z—a}/(w-—a)j Fig. 6-4
P, ] - (:'—ﬂ-) .‘.‘—(JF'\2 2—0 e
=5 o I L ) e -
(w—u}{ W — @ * (w—a,f ) J (w—a)
2 (z_:g) SRR W)y
W=a/ 1 —(z—a)(w— a) |
1 1 z—a (z —a)? (z—a)n—1 "z—a\" 1
ou = + e ul = ¢
w—2z w—a (w—a)? (w0 — a)? + (w — a)n (u.- —-a ) Ww—z (2)

En multipliant les deux membres de (2) par f(w) et en utilisant (1) on obtient

= 1 £ fw) , . z—a  flw) L 2@t flw)
f(z) i 3, o —q i 3, T—aEw & o 4 — .r_lw_mufm- + U, (3
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D’aprés les formules intégrales de Cau

[ (a)

(3) devient

f(2)
b

Si nous pouvons montrer que lim U,

n—+oo

que w étant sur C,,

flay + fla)(z—a) + m(z—n]ﬁ -

chy
n! flw

i __fhw) , . -
2:_£‘l£ W — )i dw w =0,1,2:8;
1

,f‘ n—1) (ﬂ)
(n—1)1

- (z—ap=1 % U,

21

= 0 nous wrons démontré le théoréme considéré. Pour cela remarquons

T

w—a

1 B

1

|

ou 7y est une constante. Nous avons également |f(w)| <M ou M est une constante, et

|w—z| = |{w—a)=— (z—a)l

r, €tant le rayon de C,. Alors d’aprés la propriété 5, page 93,

1 zZ—q (1)
G| = |£ (w—a) Jﬁ*"
J\ﬁf
= . ¢ '2#‘?’[

Zr Ty — [z —t]
et nous voyons que lim U,
e

(a) Développer f(z) en série de Taylor au voisinage de

convergence de la série de (@). (¢) Développer Log(

=

. Soit f(z) =Log(1l + z). ou 'on considére la branche qui prend la valeur zéro pour z =

r— |z—a]

nous avons

o

Moy
ry— |2 —al

= 0 ce qui compléte la démonstration,

0.
= 0. (b) Déterminer le domaine de

2

T =22 Sia -
—zu) en serie de TRylor au voisinage de

1 —
z=0.
(@) fz) = Log(l +2) f(0) = 0
f'(2) = ile & (1+2)1 1'(0) =1
f(z) = —(1+2z)-2 0 =]
(@) = (=211 F=)=3 7o) = 2!
fintliz)y = (=1)"n! (142z)—inth f(n+1|(0) = (—=1)nn!
Alors
fd) =Log(l+# = f(0) + 7o)z +LQ w’ 2 4 [20) 2‘1‘23 i -
22 P 21
= FEE
Autre méthode. §i |z <1,
li-z = 1— 24 22 — 2% 4 ..

On obtient alors par intégration entre O et

52
<
2

29
3

Log(1+ z)

Z

E3 —1p—1 z
{(b) Le n-itme terme est ty = [_M
n

Uy 41

lim

Mot

lim

n-.u:

H.
et la seérie converge pour |[z| < . On peu

nz

n+1
montrer que la serie converge pour |z | =

4

Z

D’aprés le critére de d’Alembert

|2l

4

I sauf pour z = —1-
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Ce résultat est aussi une conséquence du fait que la série converge dans un cercle qui s’étend jusqu'a

la singularité la plus proche (ie. z = — 1) de fiz).
{¢) D’aprés le résultat de (a) nous avons en remplagant z par —z,
R TR
Log(l+z2) = z—-2—+?—?+---
s P z4
Logll—z) = —z—-—S——=—==—— -+
B( ) 2 3 4
N les deux séries ci-dessus convergent pour |z | < 1. Par soustraction, nous avons
Log (] 2 zI.) = 2<~ AL ) ~ 5 2t
| | 11—z, 3 5 ; R ]
n qui converge pour |z| < |. On peut aussi montrer que la série converge pour |z| = 1 sauf pour z = % 1,
- 24. (a) Développer f(z) = sin z en série de Taylor au voisinage de z = w/4 et (b) Déterminer le
domaine de convergence de cefte série.
(a) flz) = sinz, f'(2) = cosz, f''(z) = —sinz, f"(z) = —cosz, fV(2) = sinz,

fleld) = V212, F=14) = V2/2, ["718) = =272, (/%) = —V2/2, fV(z/4) = V2/2,

D'ou, avec . @ = /4,

) + flaye—a + L@E—al | fH@E—af

flzy = Jfla 21 31
- “JE + ‘f(z—wﬁu = E‘i%(:—w/nn‘z = 2‘:,3!(::“:;4)3 +
- ‘/?E {1 + (e—=wid) = & _2“'!/‘“"’ il _3*'!"'”3 s Il
Autre méthode.
Soit ¥ = z —x/4 ou z = u +w/4. Nous avons alors,
sinz = sin(u+/4) = sinucos(z/4) + cosu sin (=/4)
= e (sin u + cos u)
o)+ (g
_ »f‘il e By e 8 —2:;4}'3 (= —;Im-‘ . F

(b) La singularité de sin z la plus proche de m/4 est i I'infini, la série converge donc pour toutes les valeurs
finies de z, ie. |z | < == Ceci peutl aussi etre établi par la critére de d’Alembert,

THEOREME DE LAURENT

25. Démontrer le théoreme de Laurent. Si f(z) est analytique a l'intérieur de la couronne circu-
laire R limitée par les cercles concentriques C, et C, (centrés en a, de rayons respectifs r,
et ry, r; >r) si de plus f(2) est analytique sur €, et C,, alors pour tout z dans R,

ol n=0 i=1 (#—a)"
n f(w)
. = Ef (w0 — g)7¥1 0w n=0,1,2, ...

=1 f(w) .
@-—w = .'_f (!T'_—F—Idﬂr n= 1,2,3,...
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D'aprés la formule intégrale de Cauchy [voir probléme 23, page 131]
Nous avons

1) o § [ gy - L § S g, (1)
7t Jo w—z 2wl W

Considérons la premiére intégrale de (7). Comme dans I'équation (2) du
probléme 22, nous avons

1 o 1
w—z (w —a){l — (z— a)/(w—a)}
i : \P
= 1 zfaq g, vy (z—a)n1 = (-—. a) 1 ©)
w—oa (w—a)* (w—a)® w—a; w—z
b 1 C fw) 1 § Flw) z—a [ flw)
Sibien a8 3.3 (k" w—z ™ = Zrd Jo, W= Wt e ‘ijl (w—a)* o
2mi ¢, (1w —a)®
= ay + @f{z—a) +
ou

+ g, g—at = Uy

()
_ 1 £ fw) _1 e fw _ 1 £
ay = 201 ‘i_l w—a dw, a; = ] L@ﬁ (w— a)? W, sesy Oyy = 2ri Jo, (w—a)"
n
et U, = 5-1— tf (ﬂ) S gy
il e, w—a/ w—z
Considérons maintenant la deuxidme intégrale de (/). Nous avons en échangeant w et z dans (2),
1 1
w—z (z—a){l — (w —a)/(z— a)}
1 w— (w—a)n—1 w—a\" 1
— [ Arl—— + adie -
z—a + (z — a)? (z—a)* + (z—a) z—w
Si bien que——— ¢ L%l ap = L § L) ey 4. #cf W8 gy du
2nt w—z 2 Z— Emi J._ (z—a)F
Cy Cy (&
1 (w—a)yn—1
o R o= G=ap flw)dw + V,
Cy
oy L] Coy >
= ——r A e e e i Wiy 4
Z—a = =3 {z—a)“ (2“{&}“ (!J
ol
1 . 1 > = B! 3 =2
ey = 5= 4 flwydw, a_, = r—..‘#(-w-—a}fl-w} dio, ..., G-y = 5= P w—a)"? f(w)dw
27 2 i P
vCs Cx Cs
@ v = A (222) 0 g
2 . o z—a 22— W
3
De (1), (3) et (4) nous tirons
fiz) = Aaptagfz—a)+ - + e z—a1}
I @y &_2 oy \l
+ - e e — 5 =
|z—ae (z—ap? 5 {z—ﬂ)“_f st Vs (%)
On obtiendra le résultat demandé en montrant que (a) lim U, = 0 et (b) lim V, = 0. La démons
L] = 30
tration de (@) se réduit du probléme 22. Pour démontrer (b) nous devons d'abord noter que w étant sur C,,
w—ﬂl S e 3
z—a
oll k est une constante. De méme nous avons |f(w)| <M ol M est une constante et
Jz—w| =

[(z—a)—(w—m)| =

Z |z—a| — 1
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Alors d’aprés la propriété 5, page 83, nous avons

[T TroITrYryIFIYI Yl

r 1 - "
B Vil = 3; 4. (H) f(—w)—d‘w‘
4 o Cg / 22—
= AL M % _ kM r,
- S G —d-nTt T —d—-r
- Alors lim ¥, = 0,ce qui complete la démonstration.

n—+ea

26. Déterminer le développement en série de Laurent des fonctions suivantes au voisinage des sin-

- gularités indiguées.
- 2=
(a) ,—e——; =1; Soit z—1 = u. Alors z = 14+ wu et
(z—1)p

et e?+2u a e f (201)2  (2u)®  (Zu)t 1
—— — = e—w gl = : — - = PR
S = T 35 l1~r2u+ TR el |

P 2e2 a2 402 2e2
= + + o—_—F —(z— +
(z—1)° (z—1)2 g~ 3 3 w=1)
z = ] est un pole d'ordre trois, ou pole triple.
La série converge pour toute valeur de z # 1.
(b) (z—3) sin 1 c 2=—2 Onpose z+2 =wuw oz =u—2 Dol
z4-2
1 1 [1 1 1
2 —3)§in — = = = = (= RS sk = s
i z+4+2 (=5} s w e 5)11( 31u3 ' Blwd J
5 1 ] 1
- 1_5_311t3+3!u3+51u“_
= a8 1 5 1

z+2 6z 2)¢ 6(z +2)3 120iz + 2)4

z = — 2 est une singularité essentielle (point singulier essentiel)
z—ginz . _
(e) - 2=
2 —sinz _I_J _.f*,.__z_s i_ﬂ A
23 o R S T T T ,)j
e AN | 72 zt
R T TR T } S m TR T
z =} est une singularité apparente.
3 La série converge quel que soit z.
z 2 .
—_— —; z=-=2, 2492 = u. ?
) EEDETD) z Soit #+4 2 u. Dol
% = "’:2 = 2.—t£‘ i = z_u(1+u+142+|¢3+'--}
(z+1)(z+2) (e — 1) u 1—un 0
- 3+1+1{+u2+--' = 2 + 1 4 (z42) + (z4+22 + -+
u z+2

z = — 2 est un pole simple.
La série converge pour toute valeur de z telle que 0 < |z + 2| < 1.

1 d

z=23. Soit z — 3 = u ; alors d’aprés le développement du bindme,
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1 = 1 X 1
2%(z — 3)2 W3 ) T Bad(l + u/3)?

= L o) % (-2)(=8)/u " {(=2)(—=3)(—4) fu )" ]
= qajl+ (—31(54) - TG) + =2 3:) )(g) ;T [l

3
rl‘-i
e
W
|
o
=

1 2
9(z—3)2 27(z—3) 27 243

z = 3 est un pdle d'ordre 2 ou pdle double.
La série converge pour toute valeur de z telle que 0< [z — 3| < 3.

27. Developper f(z) = [T—ﬁ:(_zrg_) en série de Laurent valable pour (@) 1<|z[ <8, (b) |2]> 8,

()0 <|z+1| < 2, (d) fg| < 1.

: g i ) ; 1 S ) 1/ 1
5 ] 5 g5 £ = = — = ]
(a) Par décomposition de [(z) en ¢léments simples on obtient GEOGTER 2 |\Z 1, 3 (Z Ty 3)
Sijz| =21,
1 1 . ( 1.1 1 1 1 1 1
—_— — —_— - S—— ] —_—— —_— e — "ew = _— — — == — m=——iep
2(z+1) 22(1 + 1/z) 2z z = 22 A 2 ) 2z 222 K 223 224
If |2| <3,
1 1 1 z 22 48 ) i z zt 28
arl = am S E(lmeA-—Ea ) = 1.2 2 B
3z +38) B(1 + 2/3) 6 ( 379 T2 6 18 ' B4 162 T

Le développement demandé valable 4 la fois pour |z|> 1 et |z]|<3, ie. 1< |z ] < 3, est
Lpdoo Lod 1.3 & 2
224 " 22 2" 2 6 18 54 ' 183

(k) Si |z|> 1, nous avons comme dans (a)

R Ei W U S
2z+1) 22 222 22% 224
Si |z| >3,
; & 5
Lo oo 1 _ 1f 3.8 ;. N _ 1_3 9 o1
2(z+ 3) 22(1+3/2) 2z \ 2 22 2 / 2z 242 228 224

Le développement en série de Laurent demandé, valable 4 la fois pour |z | > | et [z] > 3, ie.

|z| > 3, s’obtient par soustraction
1 4 13 40

—_—— = —_—— — i e

22 Fa =t 25

(e) Soit 24+ 1 = 4. D’

1 = 5 1 = }_(I_E_FE_EJ_..\
(z+ 1){z+3) wn+2)  2ufltu/?) T oy, 2 4 8 )
1 1

1 C i
e — 3 D) = T g .-
2z+1) 4 " gFth = gkt

valablepour(u| <2, u =20 ou 0 < lz+1| < 2.

(d) si |zf <1,
1 1 )
FD) " Bigg - ¥ oEt@-Sdee) = § - odrw 12 g
2z +1) 2(1 + ) = Fhe) I B 32 +
§i |z] < 3, nous avons d'aprés la partie (a)
2 i
e = Lt @
2z +3) 6 18 ' B4 162
Le développement demandé, valable i la fois pour |z| <1 et |z| <3, ie. |z| < 1, est obtenu par
soustraction
.E-_iz-l-l_elzﬁ_ﬂz.!.i.
3 9 27 81

C'est une série de Taylor.




